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मित्रो ! 


गत वर्षों में निर्माण कार्य के लिये अच्छे और अधिक उपयोगी पदार्थों की अनवरत खोज में 
लगे रसायनज्ञों का ध्यात धातुओं के कार्बनिक व्युत्पन्नों की ओर आकर्षित हुआ है। आज विभिन्न उद्योगों 
में इन यौगिकों के बढ़ते हुए अनेकानेक उपयोगों को देखते हुए तो यह आइचये सा होता है कि सन्‌ 
923 में पेट्रोल में प्र्याघाती (४४॥:००८६) पदार्थ के रूप में लेड टेट्राएथिल के उपयोग के पहले 
इस प्रकार के यौगिकों का कोई औद्योगिक उपयोग ज्ञात ही नहीं था । 


धातुओं के कार्बनिक व्यूत्यज्ञों को दो प्रधान वर्गों में विभाजित किया जा सकता है : 


. कार्वधात्विक यौगिक : जिनमें धातु का परमाणु कार्बतिक मूलक के कार्बेस परमाणु से 
सीधे ही जुड़ा रहता है। इनमें गेल्यूधिवियम ऐल्किल ऐसे प्रमुख सदस्य हैं जो टाइटेनियम क्लोराइड 
की उपस्थिति में निम्त दावब पर आडीफिनों के नहुलदीकरण के उत्प्रेरण में बहुत उपयोगी सिद्ध हुए 


हैं । 


2. अन्य कार्यनिद व्यत्यन्न : इन उस्तुतः कार्बधात्विक यौगिकों' के अतिरिष्षतत धातुओं के अन्य 
कार्बनिक आुत्यज्ञों के उपयोगों की ओर भी विशेष रूप से ध्यान दिया जा रहा है । इसमें से मुख्य यौगिय 
वे हैं जिनमें धातु के परगाणु आवसीमन परमाणुओं के माध्यम से कार्बन से जुड़े रहते हैं। इन्हें भी 
दो उपबिभागों में बाँठा जा सकता है :---(क) ऐल्काक्साइड या ऐल्कोहलों के धातु व्युत्पज्ष और 
(ख) कार्बोक्सीलेट : जो घावुओं तथा कार्बोबिसलिक अम्लों से बने लूवण होते हैं । 


ऐल्काबसाइड वे योगिक हैं जो ऐल्कोहलों के हाइड्रोजन परमाणुओं को घातु परमाणुओं द्वारा 
विस्थापित किए जाने पर प्राप्त होते हैं। स्पष्टतया बालीय ऐल्काक्साइडों को 0 ((0९ ), सामान्य सूच 
द्वारा अंकित किया जा सकता है (इस सूत्र में /४ केन्द्रीय धातु या उपधातु के परमाणु को अंकित करता 
और 7 ऐल्किक समह को; जब 7९ ऐरिल समूह को अंकित करता है तो इन यौगिकों को ऐरिला- 
क्साइड का नाम दे दिया जाता है) । द 


यद्यपि इस समूह के यौगिकों की खोज 00 वर्ष से भी अधिक पूर्व हो चुकी थी (उदाहरण के 
लिये सिलिकन के ऐल्काक्साइड यथा ऐल्किक आर्थोशिक्षिकेट, 5: (00९ ),) और कुछ कार्बनिक अभि- 


ने 9 जनवरी 968 को वाराणसी में आयोजित विज्ञान गोष्छी के समक्ष दिया गया 
अध्यक्षपदीय भाषण । 
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क्रियाओं में (उदाहरण के लिये मीखाइवपाण्डार्फ अभिक्रिया में ऐल्यूपिविय्श दाइशोशेपाक्णाइड) 
उत्प्रेरक के रूप में इनका उपयोग' 923 से हो रहा है, किन्तु पिछले 20 वर्षों में इनके सम्बन्ध में विशेष 
ज्ञान प्राप्त किया जा सका है। तत्वों की आवत्त सारणी में उन 50-60 तत्वों को, जिनके ऐल्काक्साइड 
पिछले 20 वर्षों में संश्लेषित हुए हैं, एक कोष्ठ में दिखछाया गया है और इसी सारणी में जो तत्व 
वृत्तों से घिरे अंकित किए गये हैं, उन पर हमारी प्रयोगशालाओं भें भी कार्य हुआ है। रसायन शास्त्र 
की इस शाखा में जो तीज प्रगति हुई है उसका अनुमान इस बात से लगाया जा सकता है कि धात्वीय 
ऐल्काक्साइडों पर इसी वर्ष प्रकाशित होने वाले एक समीक्षा-लेख” में उद्धृत 300 में से छगभग' तीन- 
चौथाई सन्दर्भ पिछले 5-6 वर्षों के शोध कार्य से सम्बन्धित हैं । 


आवरत्त सारणी । 
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धातुओं के ऐल्क्राक्साइडों को धातुओं या उनके आक्साइडों या क्‍्लोराइडों को या तो केबल 
एल्कीहलों के साथ अथवा अमोनिया या सोडियम ऐल्काक्साइड जैसे क्षारों की उपस्थिति में अभिक्रिया 
कराकर सुगमता से तैयार किया जा सकता है। इधर ऐल्कोहलू या एस्टर परियर्तन को भी इनके संश्छेषण 
में विस्तृत रूप से उपयोग किया गया है : 
-रि0 8-४ (072) -- इस, 
५,०४-+०७8०प->2५४0(02)3--35,0 
अदा --4५9त६0फउ->$(05,5५)  --4छ6ा 
ए्ादा।--4०९४0प्च--4प्त->7१(077) -- 4एप्त, दा 
77% (080 --4806क्न->7% (07) , -- 40800 
0(008०5-+-508३0008->70(0₹) , --5दप्त ,500582. 


धातुओं तथा उपधातुओं के ऐल्काक्साइड व्युत्पन्न 3. 


6 98- 
इत यौगिकों में (---2---6 बन्ध उपर्युक्त अंकित दिशा में श्रुवित होते हैं और इस श्रुवण 
की तीव्रता ४ तत्व के वेद्युत ऋणीय गृण के साथ घटती जाती है। इसके अतिरिक्त अधिक प्रशाखीय 
ऐल्किल समूहों के उपयोग' से आगमनिक प्रभाव (796प7०८४४८ ६०८०४) के कारण इस श्रुवण की 
मात्रा में कमी आ जाती है। इसके अतिरिक्त केन्द्रीय धातु परमाणु (0) ४ प्रकार 


के अन्तर-आणविक बन्ध बनाकर अपनी सह-संयोजकता बढ़ाने का प्रयत्न करते हैं। समान सूत्र 
॥ ( 0२ ),, वाले समअवयवी यौगिकों में इस प्रकार के बहुलकीकरण की मात्रा ऐल्किल समूह, हे, में 
प्रशाखाओं के बढ़ने के साथ घटती जाती है, इसीलिए प्रशाखीय ऐल्किल समूहों के व्युत्पन्न कम बहुलीकृत 
तथा अधिक वाष्पद्यील होते हैं । 


कार्बनिक घटक की प्रतिशतता अधिक होने के कारण अधिकांश ऐल्काक्साइड व्युत्यन्न कार्बनिक 
विलायकों में आसानी से घुछ जाते हैं, केवल मेथाक्साइड यौगिक इस प्रकार की विलेयता नहीं प्रदर्शित 
करते । धात्वीय ऐल्काक्साइड साधारणतया जल, ऐल्कोहलों, कार्बोक्सिलिक अम्लों तथा अन्य ऐसे 
कार्बनिक यौगिकों के साथ जिनमें प्रत्यक्ष या परोक्ष रूप से हाइड्राक्सिल' समूह उपलब्ध हों, सुगमता 
से अभिक्रिया करते हैं। पिछले 5-6 वर्षों में लन्दन, लखनऊ, गोरखपुर तथा राजस्थान विश्वविद्यालय 
की रासायनिक प्रयोगशालाओं में निम्तलिखित समूहों के धात्वीय व्यृत्पन्नों के संश्छेषण में इसी गुण 
का विस्तृत उपयोग किया गया है: 


8. ग्लाइकॉल व्युत्पन्न 
ग्लिसरॉल व्यूत्यन्न 


कार्बोक्सिलेट व्युत्पन्न 


मेथिल तथा एथिल ऐसीटोऐसीटेट व्युत्पन्न 


4 
8 
4... एऐसीटिल एसीटोनेंट तथा अन्य 3-डाइकीटोनेट व्युत्यन्न 
5 
6. फिनाक्साइड तथा अन्य ऐरिलआक्साइड व्युत्पन्न 

हे 


थायोल व्युत्यज्न । 


उपर्युक्त व्युत्पन्नों में से अधिदाततर सक्रमण तत्वों (४०४आंध०४ ७०:४००४७) के व्युत्पन्न जल में 
जलअपघटित हो जाते हैं अतः पिछले कुछ वर्षों में इस प्रकार के सैकड़ों यौगिकों का संश्लेषण ऐल्का- 
क्साइडों के माध्यम से ही सम्पन्न हो सका है। उदाहरणार्थ इस विधि से 953--56 ई ० की अवधि 
में ऐल्यूमिनियम त्रि-कार्बोक्सिलेटों (जिन्हें त.लारणतया ऐल्यूमिनियम साबुन कहते हैं) का संड्लेषण 
सम्भव हो पाया है, जिन्हें 923 थे 953 तक संसार के अनेक प्रसिद्ध रसायनज्ञ बनाने में असफल 
रहे । इन्हीं एल्काक्साइड व्युत्यन्नों की सहायता से पिछले 3-4 वर्षों में लेन्थनाइड तत्वों ([.8, 606, ?४, 
पित, 80, 00, ४७, छा) के अजलोब दे उोटिलऐमीटोनेट व्यूत्यन्न बनाने में भी पहली बार विशेष 
सफलता मिली है। इन लेन्थवाइड धातुओं के ऐेसीटिलऐसीटोनेट व्युत्पन्न जलीय माध्यम में भी सुगमता 
से बनाए जा सकते हैं किन्तु जल शे ध्राप्त थौगिकों में जल के कुछ अणु संयुक्त रहते हैं, जिनमें 
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से इत अणुओं की यौगिक को विधटित किए बिना विलग कर पाना सम्भव नहीं है। किल्तु बेंजीन-जैसे 
कार्बनिक विछायक में ऐल्काक्साइडों एवं ऐसीटिल ऐसीटोन के साथ क्रिया द्वारा ये निर्जेल रूप में 
सुगमता से प्राप्त हो जाते हैं। इस प्रकार के लैन्थनाइड यौगिक इधर लिसर' कार्य में बहुत उपयोगी 
सिद्ध हो रहे हैं, जिससे इस प्रकार के संश्लेषणों का महत्व और भी बढ़ गया है । 


पिछले 5-7 वर्षों में ऐल्काकसाइड व्यूत्यन्नों का विस्तृत अध्ययन आधुनिक भौतिक-रासायनिक 
विधियों (जैसे एक्स-रे क्रिस्टलकी, इस्फा-रेड मैग्तेटिक रेजोनेंस) द्वारा आरम्भ किया गया है। इन 
शोध कार्यों से न केवल इन विशिष्ट यौगिकों की संरचना की विशेष जानकारी प्राप्त हुई है, वरन्‌ विभिन्न 
प्रकार के रासायनिक संयोगों में अन्तरा-परम।णविक बन्धों की प्रकृति समझने में सहायता मिली है। 


ऐल्काक्साइड व्युत्यन्न रंजक तथा वानिश, जल सहिष्णुता (४2४०7 7००४९), स्नेहकों, 
रेजिन तया तल-लेपन आदि उपयोगों में विशेष उपयोगी सिद्ध हो रहे हैं। इनमें सबसे अधिक टाइ- 
टेनियम यौगिकों का प्रचार हुआ है। टाइटेनियम यौगिकों में से पन्द्रह का औद्योगिक उत्पादन प्रारम्भ 
हो चुका है और 5-6 ऐल्क्राक्साइडों का उत्पादन प्रारम्भिक अवस्था में है। ऐल्यूमिनियम आइसो- 
प्रोप।इक्साइड तथा सोडियम मेथाक्साइड अनेक कार्बनिक अभिक्रियाओं के लिये उत्पमेरक के रूप में 
उपयोगी सिद्ध हो रहे हैं। मैग्नीशियम एथाक्साइड एक संकर-संधि तथा! संघनन उत्प्रेरक है, इसवेः 
अतिरिक्त इसका उपयोग चुम्बकीय रिकार्डिंग टेप पर लेप करने में तथा विद्युत पार्यकेप बनाने में किया 
जाता है। रेजिनों के ज्वालारोधी गुण को उन्नत करने के लिये ऐण्टीमनी उपधातु का उपयोग होता 
रहा है। रेजिनों में ऐंण्टीमनी प्रविष्ठ कराने के लिये इसका एथाक्साइड अत्यन्त उपयोगी सिद् 
हुआ है । इसी प्रकार अन्य ऐल्काक्साइडों के भी अनेक नए औद्योगिक उपयोग ढूँढे जा रहे हैं। इनके 
पेटेण्टों की संख्या लगभग एक हजार तक पहुँच चुकी है। इनका विशेष एवं विस्तृत विवरण, डाक्टर 
जे ० एच ० हारवुड द्वारा लिखित इण्डस्ट्रियल ऐप्लोकेशन्य आफ आगर्गनो-मेटेलिक वम्पाउण्ड्स/ नामक 
पुस्तक में प्राप्त है । 


निर्देश 


. महराोत्रा, .रामचरण । इमा रे निका किसिका ऐक्टा रिव्यज, दिसम्बर 
3967 | ह 


लाने लाए : एाताप७ए७ ए4श85प्त450 
वज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका 5पा55)घ)प4ए 7७777: & 
968, ॥, 5-9 968, 7, 5-9 


हाइपरज्यासितोय फलनों से सम्बन्धित कतिपय सप्ताकल 
एस० एन० साथ्र तथा आर० के० सक्सेना 
गणित विभाग, जोधपुर विदवविद्यालय, जोधपुर 
[प्राप्त--अप्रैंल 3, 967] 
सारांश 


इस शोध निबन्ध में हम क्रियात्मक कलून पर 2 में सिद्ध की गई प्रमेय के आधार पर हाइपर- 
ज्यामितीय फलनों के गुणनफल' सम्बन्धी कतिपय समाकर्लों का मान ज्ञात करेंगे । 


595९ 2ग८टा 


80%72८ रंधा28#४०ॉरड #ंरएणेरचांमड़ 9ए99०0०8९०काटजट ईएाट/ठ्ाड, 29 85. ऐर, 0० एप 
2704 7. 7, 82856१9, 0००४. रण /०प्रो८यनवांंट85, एशारए दाशएए  [०4079फ, ]०0407797- 


[9 कांड 7008 ए6 ९ए2प७0७8 3०76 77068/2773 77ए0एफ2 970व4फ7८0७ ० ४५79००९९७०77०४०८ 
पिाटपंगा$ 0" तीपिकला: 272पय्ट0७8 शांत पी गलफए णी ०9 प्री20ढ०णा 6089 0०#९००४०ए०) 
(००णॉप४ [70०7९८० 70 $2. 


॥. भूसिका 


इस टिप्पणी का उद्देश्य क्रियात्मक कलून पर $ 2 में सिद्ध की गई प्रमेश के आधार पर कुछ हाइपर- 
ज्यामितीय फलनों के गुणनफल' सम्बन्धी समाकलों का मान ज्ञात करना है। समाकलछों का मान लारिसेला 
के' हाइपरज्यामितीय फलन /”, के आधार पर ज्ञात किया गया है। 

इस टिप्पणी में सर्वमान्य छेपछास के समाकल 


४(/४)5+ | ““#()० 


को व्यक्त करने के लिय एक रूढ़ संकेत $(/)5-/४(४) का व्यवह।र किया जावेगा। इसी क्रम में निम्नांकित 
परिणामों की आवश्यकता होगी : 


हम जानते हैं कि 


/्र (००८ ॥् 
8६०८८) , ट, हपु का 5४९९): डर 


6 एस० एन० माथू्‌र तथा आरण० के० सक्सेना 
जहाँ 2' संकेत यह बताता है कि इसके बाद के व्यंजक में ७ को --& द्वारा प्रतिस्थापित करके 
दोनों हि को जोड़ देना होगा । 
गोल्डस्टीन [2, 9. !05] ने क्रियात्मक कुलन की पार्सवाल प्रमेंय को निम्नांकित रूप में पुनः व्यक्त 
किया है : 
यदि 
8 (/)5४#) तथा #(#) 5-४6), 


|, #()20)#77&« | #0)$00)77%॥ (2) 
यदि समाकरू अभिसारी हों । 
अन्तत: यदि |आ8 6|< कर, [वाह 0|<#, (6 -- 2) < ], तो [4, 0. 23, ८५. 8] 
[5-२ (26 को ह) ४//7/2 (28 -- ) 2%०/४-॥/2 
24 ॥/ ली “आम शी . 4- 7.) - .(26-20-7) | 


न्य(-#-)) (4०8): ० (०--०)७)॥%॥ (2०७) #,, /(२६७),.. (3) 


2. प्रमंय 
यदि $( /)5४४ (४) 
का । 9 7 
तथा. ५, 6, 0) दद 7 7७246), ७ (20/)# (7) , 


५ 0 ७-+-7./2. (१० ह 
वो. ४७, ० 8)-क] कफ |, (#+०--४-+-३/) 76 (#+०+४+-2॥) 


«६ (20 7१ 8--॥) १४7२३ #$--#+# ई-)-॥: 


कप 8(८--४--४) । 
(८-४) (0--४) । का (4) 


यदि 8) तथा $ (८--- 8 --॥ - 2/) का सम्बन्ध “(0, ००) से हो, /४(४--») < , 
<(/--०-+-०) >>0 तथा #(४) 6, एवं & पर निर्भर न हो । 


हाइपरज्यामितीय फलनों से सम्बन्धित कतिपय समाकल है 
उपपत्ति 
$(#)--# (0), 
अत: /9 (#-+-4+8 +०0/(०४-+३+व+#) ० (- (०्न-.7--०)१#6)...._ 5) 


(3) तथा (5) में (2) का व्यवहार करने पर तथा ८ को # द्वारा प्रतिस्थापित करने पर हमें 
यह परिणाम प्राप्त होगा । 


उपप्रमेय---जब #£-- »--0 तो प्रमेय निम्नांकित में परिणत हो जावेगी । 


यदि ९ /)5४/४(४) 
त्था ४७, ० 8) 54 (०) #॥(08)# (0), 
तो ५(#, ०, 8) २२०४ (०४)४१-२७ || [(०+-॥) (8 +-॥))7/#7४/४ 
७ #+ब्कह+ 20 78(#+०+४+ 2१2०७ | के -|0,.._ (0) 


यदि #&(४) तथा #(८--०--४--2/) का सम्बन्ध /,(0, ००) से हो, 20(#--6--8) >>0 तथ। 
॥ (४) 6८ तथा 8 पर निर्भर न हो । 


3. सम्प्रवोग 
उदाहरण . यदि हम [, 9. 26, ८१. 6] को लें 
/0(7) 5७7 06 (४) 


(न ०-१) | $-- ०-४१) 
है 27+7 7) 2-[- ०7-८४) 


>4 [है -०--१ #-०--१ 2-+०-- ४; ३(-#/)]75४(/) , 
जहाँ /१(/४) >--[, /2(०--%) >>- है, तो कह तथा [!, (०. 26, ८५. 4] से हम देखेंगं कि 
> 80 /(2०0)%; ,(१४४॥४() 
“77 ॥,, ,(260॥%, , ,(28070%,, ,, (27) 


न ता 
ह # 6 (४ ५ (5 (०, 6 4 ( “हैं |“) 77 आ (क -+(-- ११ ) 


8 एस० एन० माथुर तथा आर० के० सक्सेना 


>< (448 )/47/2 274 (0-० --१--१)7 77३७-४४ 7(०--#%--०/-+-$) 
| (ग्भषन-॥॥न+ई < +॥० ई-- है न॥७, $-:/ +:#8: | 
है (2५+ ५ दही डक । !- हा! 4 7+6-+-०-- कम 
४४ (४५ 4, ०), 
जहाँ [०--४--2/- ३) >> 0, 0 ४ --८-- १-- 2) >> 0. 


(4) का उपयोग करने पर हम देखेंगे कि यदि /0(--#-- »):>0, [०४ ०|<#, 
[078 80 | < ॥, 7१६ 0) >>0, 2? ०--%४--2/-+-३$) >> 0, तो 


हा १ (6--/)/४-7/8 (&-]- ()१-४-३/४ 
0 
>८# है +-० +-%, #-+०--%$ 2 --०--४ --//--४] 


कर __,_ ,.]_/._). /(८--०--४) 
24 [4 -/० ईहैन॑॥४; [--# फ हुऊआठ4 9) 


__!((2--०0--४ ( [--#--/) 4(-2/५) _2(--20) 2 
.. (६6७)/+४/5 7 है --०--/॥४) कह  कऔ--# कह / (छ-7१--/४) 





हर वियत हक 272, (६8) #॥7/4 ॥7०--8॥--7/-8/2 /(०- 22 |-2/«-- ) 


् वीक आ ' ह “नी [४ ४7 शै-॥० 2-7 /--%; 2 -+- ') (7) 
#ज१३ 4०१०४2//0: 0५ /2 
उदाहरण 2. माना कि [, 9. 25, «५. ] द 
#(0) 5776, ५ (20) 
कट प/27 3- #--६) (-]-/) 70/87 # हा 
2४६ -+-७-+-० 7--/--%; 2/४--; दि ९१ /१), 
जहाँ /(३+०-+-#शे “(/)->, तो (१) तथा [], 9. 26 (4)] से 


ज्ण्ल्ण्जै 


> , 26), »(2808 00) 


पा अं 287) ८(26/) 9, ॥। (2 0४) 4! ॥7. 2) 


हाइप रज्यामितीय फलनों से सम्बन्धित कतिपय समाकल 9 


अत) 7(--2०) 
न टी, कप पा कु 2 50) (॥28)#+/897+7/2 
5 आओ मर 


(#/--०-+-9--4) एश7४४-३४7»/५(५-- 2//--%#-- $) 


हु सजग हिकॉ' टै-/-+/० | हे 0 क  अा 864 ० ) 
(८ 
नी नी ५ 20 नी 6 उताद्यहया? उफब्सश्का ? उकब्कश्क) 
न+( 7; 6, ०) 
जहाँ 7 ४--#--2/) अर पल 7 ड 0 #-+-०+-०॥ हि 


(4) से यह विदित होता है कि यदि /९(|--/#-- *ै) >> 0, 
27४--%--2%) >>> 59 |श8 4[< श्र [०8 0 | < था, ४२ 9) >>0, 


तो रा [४-४ (६ ला !) 6-॥४-7 /2 (8 न- [ ) >9-(४--7./2 ( 2 -+- | ) न-कत-व-83/2 
0 
>कर(छतशने ॥४४--/--$; 278 -+ 7 57) 
>आकि-#+ आम टिकगन 
ह (/-+- ८ ) (/+- ०) 
[( ]---# --») हर ही. 4 ला 22 2 --2/«) ञः (-- 2॥ ) 
/ (#77- 7) (60) /४-+-+ ४ # -॥# / (य “7+-:॥) ४ ८४ ४ (५-7/-॥४) 
८ (0)/#70 #7/707३-भ१ 7७ +हन- किन) 
पर की 2 हि [--/०॥७ #7 शी /७ 8 (8) 
4. %+]), %न-, ऋ-+-; 4१, १98 2[?  # 
निदंश 
]. एडल्यो, ए० तथा अन्य । गु'६०68 ०णी 77९72 ॥7270४0%85. भांग 4, 
मेकग्राहिल न्यूयाके, 954. 


०, गोल्डस्टीन, एस० प्रोंस्ी० लन्‍्दन समेथ० सोसा०, 982, 34(4), 
03-25., 


मर 


ज्ञान परिषद अनसन्धान पत्रिका द शातप&५७ ए0ए75घ५0 
विज्ञान 5 आ 25 त्रका 405५7 प4प ए७पए ७ 
]968, 77, 4-2 968, 4, -29 


पृ", , #, तथा' प- फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 


पी० एन० राठी, गणित विभाग, एम ०आर० इंजीनिर्यारेग कालेज, जयपुर 
तथा 
ओ० पी० गुप्ता, गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[प्राप्त---नवम्बर 3, 966] 
सारांश 


#&., (2) के समाकल निरूपणों का उपयोग करते हुय हमते माइजर परिवत पर दो प्रमेयों की स्थापना 
की है। इन प्रमेयों की सहायता से कई अनन्त समाकलों का मान ज्ञात किया गथा है जिनमें /7-फलन, लारिसेला 


फलन 27, सार्वीकृत संगमी हाइपरज्यामितीय फलन ४“, निहित हैं। इन फलनों के तर्कों में आस हक 
आया है । इन परिणामों की कई रोचक विशिष्ट दशायें भी दी गई हैं। 


2797507"8 


80792 97770 ९ 77९०87४०४५ प।रएणएआए ४५, 7४ ब्यत 7 - एाटए०055. 29 2. एप. 
ए७्ा०, ॥००००४०९००४ ० ०206, ए2फटल्यंएटू 2४७, है, एजा62०, उग्[एपः बणएव 
0. 7. "णए५८8, >8८०थएपढा४ ० (० पा०720४08, #8८पराए रण फ्राशाएठढएआए, एफ्राएकआपए 
० ]०कएफप, ॥०१09एए- 


87 परीाशंय8 प78 काएठट्टएक ए९ुणए९8टएबएएणाड 0 हि7(८2) ए6 9५6 €९४॥0॥॥760 (७० 
2९००९णाड़ 07 शैला[०/ 00800... 3 एप ण फ्रेीफि(एल इणव278 70ए0एॉए2 पं6 स-पिए८- 
प०0०, 776 पापउंटली॥ 5 फपिलाएा है, 204 एस्‍6 हुटालामॉटटत 20रीपथा: ॥99०8९०7८१८० 
पिएटएरंका ४५ ४०ए९ 7०९० एप जाएं प)6 गाए ए 68९ 7९०58, ४6 878प76८5 


जया / 23 गपारएं०6० एण॒ ए०ए 470067650 कं 
4--805४-+- ८४१ /' प्रा07067 7'प् गता68008 [?६7- 
०पॉँ४ए ०६४९४ ० प॥686 एढपरोपडछ 02४९ 8780 9667 87५6०. 


० ४658९ 5०708 20777 ( 


..._4. फाक्स [7, 9. 408] ने माइजर के 6-फलन [0, 00. 229] से भी अधिक व्यापक फलन 
को निम्नांकित समीकरण द्वारा पारिभाषित किया है: 


77) 4, 


५) है. 62028 दाह डर 


(0 ) 9) 37**९ 9 (0५ 3 हट ) 





]2 पी० एन० राठी तथा ओ० पी० ग॒प्ता 


77 7(0.--./ 6) 7// 7(--०--०४) 
] ८5१, ४, 8 ६ 
वा र हो | 7! 
2 ८ 40 कह कक, £) 


जहाँ रिक्त गुणनफल को ] माना गया है; १, #, !, 6 पूर्णांक हैं जो 0<:४<€:,0<:%<: 6 तुष्ट करती 
हैं; ८([-57,..., ), /(.557,...) 4) ऐसे धन पूर्णाक हैं कि 


] । . 
हि कह 2 तथा 6/([5-,...3 )3 2[(/575॥,..., ५) 
ऐसी संकर संख्या हैं कि 

4(9,7१) वीक (० ]-- ६) यदि 9), ६5८0, 7, 2, «««; 

], ..., ४; ४. बानेंस प्रकार का ऐसा उपयुक्त कन्टूर है कि /”"(0,--/, £), /* 
, ...) # के ध्रुव कन्टूर के दाहिने हथ तथा ॥(]--6,--० £) ,/75, .... # के कन्टूर बायें हाथ स्थित 
रहते हैं । 

(]) में प्रयुक्त संकेत गृप्ता [9, 0. 98] के अनुकरण पर' हैं जिन्होंने फलन के लिये कुछ समाकल 
परिवत तथा आवर्ती सम्बन्ध प्राप्त किये हैं। ब्राक्शमा£ ने इस फलन की अपने शोध प्रबन्ध में विस्तार 
. से विवेचना दी है। 


॥/ नम है शक का हि ॥77, हज 9 कर्क का 


प्रस्तुत निबन्ध में माइजर परिवर्त पर दो प्रमेयों का वर्णन है जिनको /., (८) के समाकल 
निरूपण का उपयोग करते हुये सिद्ध किया गया है। इन प्रमेयों की सहायता से ४-फलन, # चरों वाक्ा लारि- 
सेला का हाइपरज्यामितीय फलन /7.[,0. 34] तथा # चरों वाला सार्वीक्षत संगमी हाइपरज्यामितीय 
फलन /[, 9. !34] जैसे कई अनंत समाकलछों का मान ज्ञात किया गया है। इन फलनों के तर्कों में 
(४/(८--9४--५४१) )आता है जहाँ ४ समाकलहून का चर है और 6, 8, ८, थ स्थिरांक हैं। इन परिणामों 
की कई रोचक/विशिष्ट दश्ायें व्युत्पन्न की गई हैं जिनमें ऐपेल फलन /?,, हाइपरज्यामितीय फलन (४३, ५. ; 
संगमी हाइपरज्यामितीय फलन 33, 42 तथा प्रथम प्रकार के /, परिवद्धित बेसिल फलन निहित हैं। 


इस शोध पत्र में सवंत्र माइजर तथा लेपलछास परिवतों के लिये ऋमश: हम निम्नांकित संकेतों का प्रयोग 
करेंगे :-.- 


(2) 870); /)5 | #077%, (0 /0) %, 72७) >0. 


(3) (085 | ४०७) # #(४)>0. 


(4) 


यदि 


फू, 7५ तथा ध-फलवों वाले कतिपथ अनन्त समाकल' 3 


यह भलीभाँति ज्ञात है कि #----$ होते पर 
8.09 (0) 2 (6). 0: +ी: 
2, प्रथम प्रमेय जिसे सिद्ध करना है : 
| &#40/2 (५/ (८)४--%/०) 7 (6--४४- ०४) 3 


(0३ शू/ट्रेटज ०० 


--7(३--8) ८0% (७--24/ (६४) 7//१-४५ #/(/%-४१ /[8); 2(0--2%/ (४०) ४४१); 
८) > 0, 2०) 0, #(8--24/(७८४)) 0, 7३-०9) 0, 
7(3--१72-:/-+) 2>20, जहाँ /(४)5:0(77) यदि ४ छोटा हो। 

उपपत्ति : (4) का बायाँ पक्ष समाकल के क्रम को बदलने पर। 


। १८0 /2]--/४/2 (९ (८) क्‍त- १/6८ह ९ (6--08५% --6»*) 8 /2--॥४/१--7/2 
[2 स्ल्ण । पी शलटटओ /] आए) 4 | ग 


नारे [व | (/7/2 78) है 0 /44+//2-7/4 4, / (८) #४--१/ (6) 72० 
0 | 0 " 


2 


अब [3] की सहायता से &-समाकल का मान ज्ञात करने पर 


55): | आज 9 0220 6) 0 हि 2 गत जी कील 


| (८ +- 8४-- गये | 7५ 


/ 


पी० एन० राठी तथा ओ० पी० गुप्ता 
पूरे (“7 0) 67/2 (8-- 2. / (ध८))-४/१ #,(2 (8 -- 24५ / (6८) |/१), 
यदि (५) ->०0, /2(८)-००, #(7.--9) 0. तो हमें (4) की उपलब्धि होती है। 
समाकलों के क्रम के प्रतीपन के हेतु निम्न प्रतिबन्ध आवश्यक होंगे :--- 
() #&-समाकल पूर्णतया अभिर्णरी हो। यह ऐसा तभी हो सकता है यदि 
(०)->०9, /2(८)->0, “<९(३-- 9) :>0. 
(7) /-समाकल पूर्णतया अभिसारी हो। यह एंसा तभी हो सकता है यदि 
८06) >> 0, 20४) >0, अध$--(/४-- 0 +३) +१):>0 जहाँ 
अ(४)--७० (४९) यदि £ छोटा हो। 
(7) परिणामी समाकलू अभिसारी हो। यह एसा तभी हो सकता है यदि 
“८0७ +2%/4८) >>0, /0(9--१--/७-- ) > 0. 


अंत: समाकलन का क्रम-परिवर्तव ड ला वे पूसिन प्रमेय [5, 0. 504 | के अनुसार विदित है यदि 
निम्नांकित प्रतिबन्ध तुष्ट होते हों 


(4) ->0, 20(८)->09, 2(३-०) >0, #(8--2.,/८८) 0, 
० कर: 7):>0_ जहाँ //)<-0 (9) यदि £ छोटा हो। 


रु न है ११0७५ श्र पे है 
का. ० 3७ 
हक 


7074 


038 2 


(000५ ६३७ | थी: है 


॥ 28 लेने 
(8, १), ह ( ५) | स भेपर 


तथा [9, 0. 99(6) | का व्यवहार करने पर प्रमेय (4) से निम्नांकित परिणाम निकलता है 





| (६ 6) 2८ 0 नी ०--/४--.) /2 ( (९ (८) >> १ (6)) 96 ६2 हर | 5 (52 हर | ८24 ) ( 0) “० (4 0० )/4 
0 


2 
200 डा [ ठ ट ) 
किक 4 | ४ ८-8४ ढक 


अर एए [७77० 0 0, /) 9 अ (४-८ 0-- ०-- 9 /) 2 (८.५ ८१) 9 7९39 (6 ९) | 0 
द (09): 20 7 (29४24) | 





फ्,, 27, तथा आम-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 5 
नी (-- 0)677/2 (8 - 24 /66)-(४+१+ण्न१)/2 
78 7--2 | 
28 4 | “(0 न 2%/००८) 7/ 


तर ( (-- |[४---0-०, 2) न (४ 322 दर हि , 2) 3 (८१) ) (|, ९ । 
(0॥५ 7) 9 ००० 9 (2३% है| ? 


4२५) >> 0, :४(०)>००, /१(३--09 ) >> 0, /१(6 +/2%/०2८) >> 0, :>०, 





हि ३, | 
0<.%<. 4, 05:05: , )>>0, |थ/7९ ८| << गा के लिये विहित है 
|| १] ॥] ध्‌ 5.५ 
यदि #न्उ० ८7, » #ढती 2], 2 औरत तथा है (9 -+०--/४-- ७ एएं० 2 --] ) 
। (2 8 ॥ री नग+-] है 
कल) कल 32 $३4:४ है 
जब 0--0, 0५ की पा -:/«/2 --0/:८ णणा 0/2, 05 6 ७00 0/2--०/2-- 4 -7 ४47४ //2, 
6तऋ -:- कत्ध[ स्तर 7१-५८; तो (6) सक्सेना [, 0 663(5) | द्वारा दिए गये फछ का! 


रूप धारण कर लेता है । 


उदाहरण 2. 
हे ० बन 
४ ४)७४7777 [ 7, (० /)], माव लेने पर तथा [2, [0. 62] का उपयोग' करने पर 
प्न्ज्यू 
प्रमेंय से निम्नांकित फल प्राप्त होता है :-- 


* 7 --7) /2 
ऑन्‍नन हे 
कक 


(४) ॥| कं 7. /8१( ५८ (८)४--९५/५)-१* (६--8%-|- ८१४4) (0-%- ०८ 
0 लि 


है | ३(०-+-)-#+ टू थे, ॥(०+७-४+र ७-।-); 7+9 ..., 7+»; 
मचा ले 


टी 4 6.2: 


! (6-०४ --८४)  ट श्र (६ -+- बज --८४2) | ही 


[6 पी० एन० राठी, तथा ओ० पी० गुप्ता 


१॥ 
-/2(४+8+०+ ४) ? 


# 


ह ) [॥ 
प्ू(4-- 0)८77/2(6 -- 24/८८) प्‌(7(०--॥०४ ०० -- > ०)॥ 
ध्य , 
[78 (०-++ण- के (2 धर. 


क. [$(०+0-#+ट ०) हैक पैन, कोड [किक 5व पिशत 


6० न्ल ०५2 | 
- काहइ--2५/66)? /! 4(0--४९/५८) |! 


(०) 7०0, 722(०) 0, 2(४--24/०८) >0, 2($-०१)-०0, /0(०-+-०+-॥ 
-- 279) 2>0 के लिये विहित है। 
( ॥ 


जब ॥--? तो /”, /”, में खंडित होता है और (7) निम्नांकित परिणाम में परिवर्तित हो जाता 


(8) | 2(0+#+०+शु+१9)/2(५ / (6)४--१/०) 7१९ (6--७४--०४१) (९7/ ०-९१०7?३५०१३)॥४ 
0 


। |. (०र्नः 0-॥४नं प् -०४)५ 2 (०-४८ 0-+शन॑ैए३7 [ ) 3 नै ०7५ | ०३; 


०५४ ०्ड 


46-08 --6४2) 7? 4(6--८१४--८०४१) 
--/(7--8)677/28 --2५ /८८) 7 (न ०कखतर9)/8 १३ (०--/४ + ०-+-०+०७)) 
[(३(०--॥४- 3 न श्र ०४ ।)/] 7 


4 [#(म्न 0-- (न ० ०३)५ 4(०नः ०0--/७-+४४-+-०४) 3  नी3 |-+-०४३ 


__ ८ | ० 
4(0--24/०८) . 8(0--24%/००) 


फू, , 7, तथा 7-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 7 
यदि 7 (०) >0, 2(०) ०0, 2(४--245/००)>०0, 2($- ०) >>0, 
१(०+-० -+॥७४+ शव -॑०३७) >2 0: 
चूँकि ०८5०७ अतः [5, 70. 30(3/) | के उपयोग से 


फ् ए, [2० “0-- )/2, 0)/2. 
कल कह 


परिणाम (8) को 


(।0) ॥ (9 +कण्नए१+79)0/5 (4/(०)४--१/ ५) 7१९ (6--8४-- ८०८) १४१ (6-#-०-श० 7३०४) 
0 


फ्' ॥। कह 2 20-70 नी श्र पी (४7 ), ह (2 ०४7 )$ 
कक | ॥ 09 0 29 4-+ ०० 


है| । 0“ 2 
4(077787/“)5 7: छ-+-९४--०४) 4५% 
(३ --9)८7/2 (8---24/46) (/नर्नश्कथन?३9/ (8 (०+-०-+-७+ शर्त ?७)) 
[8 (०-४ 0+#थ्न॑ श्र 7)] 
7 0 -/#+शस +ण्छ)) ई(०+-१+॥४+#+शन॑-०)3 ह(। कीशगी०2३)७ औ(4 ० ०३): 
$& 9 | |. 9, 4-9०७9 474 772 
_ का 
(0-2%/००८) | | 
में परिवर्तित कर देता है यदि 
(५) >> 0, /१(५८) >> 0, 70(8--24/०८) >>0, /0(5$--०)-> 0, 
(०-+-9-+-/४+-श्व +-०७) >> 0. 
जब ७५-८0 तो /”, ५४7१ में खण्डित होता है और (8 ) से हमें 


(4) | कँिनाकण्कय)/2 (५ /(८)४--०/०)7१ (4+- 2४-८४) (१7/८०९-२११-३)॥१ 
0 
4? 3 | 


8 पी० एन० राठी, तथा ओ० पी० गुप्ता 
पा 6] 2४ प्र 

2 व |. (0-+9-#%+छ); ईै[ए-१+/#न+#श -न)3 ।+90; *- गम! ४ 

न (770) ८67/१(9 --24/6८) (/+*+र्+ख)/2 [५२ (०-- ० -- ४ न॑-94) ) 
[7(9 (०+#-/कखक ))]7 
५ 
2 व [$(०+- गा ख-॥/)) ॥(०+9+श ग॥४) 3 िश्थ3 १ 

प्राप्त होता है यदि 

4) >0, /१(८) > 0, (० -- 2%१/4८) >0, (३-9) >> 0, 7((०-- 8 “/४+9) 7>0. 


जब 0--0, «८55८2, तो (]) से सुपरिचित परिणाम [8, 70 24 (6)] की प्राप्ति होती है। 


प्रथम प्रमेय की उपप्र मेय 


[४70---- /2, होने पर प्रमेय (4) निम्तांकित क्रियात्मक रूप धारण कर लेता है 
2). | #/श/0४-९/०(४--३४--०४६-५./ (6): 2 /((/7४+०। ॥ 
(2) | ह/000/(0#-%०)(४+३४+-०४) 7/थ. (७); 2 ४ :7“])] 
+२६ 7४46-77); 2(8 --24/4४) ४४१), 
यदि (6) >0, (८) > 0, 28 --2.,/4८) >> 0, 20५) >>0 जहाँ /[/) <- 0 (४०) , यदि /छोटा हो । 
उदाहरण 3. 
(42) में /(8) --४९ रा [7,/(०//2| ], मानने पर तथा [0, 0. 487 (43)] का उपयोग 


करने पर 


( 3) | 2%०/4+- /4 न प्र (१/(८) ४--१/ ८) (६ - 8४- ८४7) “०/2- है 93 ण-- ] 
घ्स्यू 


पट, 7६ तथा /7-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 9 


2 
787 कक या 


“5 / तय) ] * 


2८-78 --24/८८) -९०-॥४ # (०+7 2 छत 
0 ॥ प्च्ज्ू 


044 


4 ॒ हे 65 
१५ |० पल 23 4 गीश्फ * ७ 5 ह86--9/बवोपिक * २ -ह86स्डऊ छत | 
26) >> 0, 0८) >0, (9 --24/(४८)):> 0, #(०-+३.2: 2)>>0 के लिये विहित है । 


जब ०6(5८०५, ०३7८. --5८०,८-८0, तो [4, [0.24(66) | का व्यवहार करने पर निम्नांकित 
प्राप्त होगा 


([4).. (५५; ०, ८०; &, ») तय ि कक ), 2(८--८ 4» ] 


(435) | 8&7/शिनर/4न?4/4 (५ /८९-- 4/०) (८-- ४४ --८४१) 7०३ २१/4-०३/-7 
0 


मा है (खरग००27ग ), औ0वर ०४2) रु 
[नशे नीएक नीश्यर्नी४2 ः 


आज 
2 हक डा 


न-2८/१०+-घ/ि +-छ/ 27 (8--24/ (४०) १-2/477३/४ 


के था पा ० /2 ः 992 रु (कन जि 7० | ) 9 छे (प्र न 77 न 2) _ छा 
पीएफ 4-79, - स्वर ०० 2(0--24/८८) 7३ | ? 


यदि. 7(०)-०, 8(८)-०0, 2(४--24/4८) >0, 2(०--०/2--०४/2) >>0 


20 | पी० एन० राठी, तथा औ० पी० गुप्ता 


जब ००८-. «5०,5८0 तो (3) 


( । 6) [द 2/०/2+-”] /५ (*/ (6४) --१/८) (6 -- 82% -- ४05) “०/2-०]/4-7 
0 


पति ग्नि 0 0 लक बट की: अप न 


स-2८77/9०--० /2) 77 (8 ---24/6४) 7 ९/१-२१/४ 
है हर ] न द्त 

पी स्तिशा 3 गण जप टछोए। ; 
में परिवर्तित हो जाता है यदि 

27(6) >>0, 70(८) >0, 72(०-- 24/०८) >>0, 72((०--०/2) >> 0. 

परिणाम [4, 9. 2] 

(7) "(45 26; %) त्८/ (४--३१) (६०) /877 ८ /, _/३ (22), 
के उपयोग करने पर (6) निम्नांकित रोचक परिणामों में परिवर्तित हो जाता है यदि क्रमश: 


०्नज्डु पेथा 6८5: -३ 


(8) ४7/#न१/4 (५ / (८)४-- १/८) (६ +-१४-- ८४) 7 77/478/4 
0 


प [४ है 80 0 / करिक) 6५४ 


4--80४-- ८४४४ 
ब्ूश्िविह0/4677/80/77 (8--24/०८) २० --9 ) ५४ (४७ /2-+-१) 


0..4 


लक [ __ वा छः | 4 कि 
7] वुहह्य2 4/०८८) ४१ 2/१११6(69--24/6००४१ | 


यदि ॥7(6) 7>0, 7१(८) :>0, 77(०--24/4८) >> 0, 2( --०) >> 0. 


(।9) ँ &7/4(५/ (८)४--५/ ८) (६--8४--८४१) ०९// 


पट ,, #, तथा 7-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 2 


के रु 4 4/2 6 टी 4/2 
०फ [-हवस्ऋछ्) बह वसा ब्छ )० 


नशिशध्यारि लागध लव 6 +24/००) एएट४ ७ -]) स[ूशत +् 7 


हर 6५4 
॥ । | श्र तर 2 कर ५ दा ४867४ 7८&7४| 9 


यदि (4) >>0, 7१(८)->०0, 2४० --24/०८) >>0, 299 --) 2>0. 
जब 0575॥ , 947579, ०४7८ -»- 55०,550) तो (3) का रूप क्‍ 
(20) | आशलशपथू/(03-4/ (०))(४-+-७४--०0) १४-९४ 
2 न /2 ० न हा 
४५ [शकश जप ब व तिछयऋ) ? ह +- 8४--द्कर 42 


चतशितशा67॥/2 ब्छ) 7(0--24/ (८८) /४१(] -- 9) 77 (] +-»]) 


542 --6 ०40 
०9[- ६ 7 न्2 2 (ते शशि (4(64-242 ्ल। 
होगा यदि /0(4)>0, /(८०):>०0, 2(४--2५/ (८८,):>0, 7( --9.) >>0 
परिणाम [4, 70. !26] 


(2) ॥9(८3 ८, ८ %, 9) 5-4 (०) (७७)7-०/8 ८००7 (2.५/(:४))) का उपयोग किया जाय। 


धुन: यदि ०--0, 977०% ५४7०...-०/--0, तो (2]) के प्रयोग करने से (5) 
निम्नांकित परिणाम में रूपान्तरित हो जावेगा 





हे ५ दस 7 ))//-_. 2 -॥ _०7-+ ८०५४१ ४ 7/2 
022) |(0/७क-४(०(बनक्तनबत- व्क[- वह (फन्‍् 


८ बम म्क कि 
/,[ 4 (; [70/ न) | ३ 


चल आवक 72 0०9) ० +-24/(६८))१/४- क [4 (4-+93)|7 


22 पी० एन० राठी, तथा ओ० पी० गुप्ता 


| हा ! * च्ण ०9 
0 श  जिएफ गीश) | 88397 उप क्कपरछ्|| ? 
यदि (०) > 0, 2(०) >0, /(8--24/(०):०0, 2०) ०0. 


3. जो द्वितीय प्रमेय सिद्ध की जानी है वह है 


(28). | हु हेब- गो बनारडन का) हा 7 


/। 4 
हि (४) ०9 (: ः गला ] | पे 
+ शय हग 42420) 770); 20+2% गे, 
यदि 04) >0, 7(०)>०0, 0-24 (०))->०, २ ॥-:॥४-+३)-०० 
जहां 75-08?) यदि £/ छोटा है। 


उपपत्ति : यदि हम (5) के बजाय निम्नांकित परिणाम [3] का उपयोग करे तो इसकी उप- 
पत्ति (4) के लिये दी गई उपपत्ति के ही समान होगी । 


(24) ॥ (०-+. (/ (४) 4! १/ (6 | (6 [- 0 2४-- ८५४ ) 8 द | [. कप) 4५ 


#ह 
-- 2 * ८77/2 (8-]-24/ ह6/7 ।2(0--2%/ (6८))], 
यदि /२(०७) >>0, ((८)-००. 


उदाहरण 3. 


आप ल्लिमियग 4-2 





4496:) * (6],0] ) | 


(07५ र्य ) *9 (0 है 


मानने पर [9, 9. 99 (6) का उपयोग करने पर (23) से निम्तांकित परिणाम भ्राप्त होगा : 
(2 3) | १४- ०.4-॥/४2 7 (6) दी ले ५ (&) | (6 | 2 -+-०»&*) 5 (७-०--३/2 
0) 


[8 है ॥॥ न 


4 / ) कह 0-77 92 /) : (“70--॥४-। ' 9, (2): (व्‌ ८॥) की 22 
[23 4 के 4 -ै+0 ८224 | 


खा (६ ९, 
(84, 4) १ आज (04% ५) 


४, ५ तथा -फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल क्‍ 23 


जि ० े 3 अत 7 ॥768 
शा०7068--24/80)7/7* ४० ५, 4 | ८७+-2५/८०)-९ 


(64: ) 2 ९००३७ [ 9 9 7 ) 


५ (-7०/3--/८/2--3/4, /१/2) 9 (““०/4 -+ ७४ 85 3/45 //2) 2 (८, 6)3 «« *3 (49 ९) | 
2९०) >>0, 22(०)->9, /१(४ प4६/५८८) >> 90, 9:20, 0<%<€< ०, (४<४&€ 6, 2>0, 


मा 8 है. जहाँ 2555 2. | 35 
कु हर्त जहाँ 0-०, ८-- 2 ८ न 
24 ऐ रह च्च् हु ४55४-)-] 8 बल 8 कक रा रा 5 
#(४--०१-/2-.- » पमंण 2) हम 3 
उदाहरण 2. यदि हम 


3 (४)--४९77 रे [70( ०४) |, मानें तो परिणाम [2, 7. 462] तथा प्रमेय (23) के उपयोग 
से हमें 


;॥ 
(०-०० | 7.-]/2 


7" 
५ ० /#+०+ 5 » --/2 
॥ १९ । 
(50, ॥| (4/(60) --%/०) (4-+-8४+द्ओी)... क्‍चि'। 


१: ध्स्ज्यू 
0 


हि ($ (ग-#+ 2 ४-2), ३(०--/४+- 2 शर्न23 ]- कक -.७ नी: 


242 
०१59 504 
६] 


. 4 (6--8४-- ८22)8 7 दृद्व+##-- ७४४ ॥* 


१ 
“ा४-०- ४ » +-/2 
+२6८77२/2( 8 -|_. न न 
+२6८ 7/१(७-- 2. /८८) का (टर्न#न- 22 ५ अल 2 
न] 


प्र | हा ॥ हे !' 
० | है (०-४ हद 0) 9 (०--/८ पक] शा /2)3 ।+० <. 5 903 


6.4 


मम मिल 
फ्रशपत्), ०० 7 ऋपऊ॥।, 


24. पी० एन० पाठी, तथा ओ० पी० गुप्ता 


मिलेगा जो (6) >>0, 70(८) >> 0, “६ (४ +-24%/46८) >> 0; 
४ --०+- 22 श-/2)2>0 के लिये विहिंत है। 
... सच 


यदि #--2, तो यह 
(27) | कफ्कखुकशत्र 7/2(५/ (05-९०) (6+-#४ 4 ०) 4456 4 के 0 
0 
है क(०-#-३ +थन॑-०७3 | ०र्णी॥ श्र केश ०93 पिशफ (-7 ०५४३ 
___ काटी ल्‍_ ०2% -+ढै 7, 
ब(६+ 9-०४)? 44-०४ “०४१ ) 5 | 
व्यतीव 0 00 88) 67/75/5650 0087 9) 77 
क, [॥(०-#-रत खत कपिकगरिफ शक के ठ पटक के) 
०५१ 
क8-- 2०/०८)१  4(0+ ] 
में रूपान्तरित होगा यदि 
(4) 0, 7१८ >0, (0-2५ (६८) ):>0, २(७#ण्+॑शथनताी०३००५७) () 
०५८८0, होने पर (2/) से 


(28) | 2४ 7०१7 /2(, /८४४/--९/८) (६- ! १ - ८.४४) 0० ०-/प-7/2 
0 


४ 2 ,,2 
2 न [क्नन ण्-5) 3(०--/न-न-०-- 29) ;4नीएप को | 


बह 008 590/ 40/7४/7060 3) 7 


हि / +े न्‍ ७ क 
शव | 8 60077 2)3 (०-७४ धण 3)3 4 पश3 बह्यजजब्मे | ) 


डञ५, ५ तथा #-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 25 
प्राप्त होगा यदि 
40०) >>0, 22(०) >>0, (8 --2. /८८) :>0, ॥(७७--०--०,-३) 7> 0. 
जब ०३८८०५७) वो (9) के व्यवहार करने पर (27) निम्तांकित परिणाम में परिवर्तित हो 
जावेगा : 
(29) | टिक सिम ( $१/(८)४-- १/८) (6 [- 8.४ 68) 7/+०-२ --79-/2 
0. 
पा )3 जै (0 पी/नीश्थर्ग-०४र्न ३) (7०५ ) है 27792--2) 
[+छ) -+-०७,  -+छव न०५ 


908४ 
(6--०४--८४१) | हि 


नत८7/? (8--24/4८) 7०? शथ॒7?३+१/१(७ -|- ७ -- श्रगण्-ईु) 
प' (लीड 2 227 |) #(०--/४-+-०] +-०७ (0-०५ -- ] है (2 79 --2) 5 
[-+छक ईनीएछ७ 4 पीस ०8 
ग 
/। 2%५८) ;| 
यदि -+०)>9०, 2(0:0, 7(४--24/८८।-०0, 7(/४--०- ०--०७-- 3) >> 0. 
द्वितीय प्रमेय की उपप्रमय 


/४>२- ४ होने पर यह लेपलास परिवत॑ में निम्नांकित प्रभेय के रूप में परिवर्तित होगी : 





; । 02 2 
(30) (४-४ ग ०6); शी ० )]० 
-८9-०-/2४-7/७) ; 26--2,/००)) 
यदि 2(4) >0, 22०) >0, 2(6-+-24/००) >0, ? ५) >0 जहाँ /(0) - 0 (07) यदि /छोटा हो । 


उदाहरण 3. 


माना कि [8) 55४९ गा [2५(०५४7/2) |, 
च्न्व 


0679 4 
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तो [6, 9. !87] के व्यवहार से (80) से निम्नांकित परिणाम श्राप्त होगा :--- 
(8). स्कर्ट (क्‍/छीन्‍-2/गे (ककित कीट 
0 


शी [ण्क! ये हक व; 55 जि 
| 


०१4४ 


__ कक छः | 
जहाइफककाक-ब्ल)7 "ट 8(४+४४-+-०४) 


-हशा+29/(बग7ह अन्न, ९0! 
/ [ण्+ ्र 2 थ्र् ] नए) +०७ [-- 9 5 


तप ५ 0.4 
॥ न 
 हाइ+25/ ४०)  /”? 8(0--25% | ४ 


7 


(६) 0, 7१०) 0; ४०--25/ (4०))>०, :(०न-+ दर 2) 2>0 के लिये विहित है। 


जब ८०३०-०५, ०३-5---७६०,न-0 तो (4) के उपयोग से (3]) से निम्नाँकित परिणाम 
मिलेगा :-- 


(32) | हे तर 79 /3 (५/ (८)४--९%/(०))(५-+- 98 -ै- 6) 7 ० वाट (४०7५७ ४ 
0 । 


पा हक्‍ + किशन शक है थिनी ख्नी 7)3 इखर्नश्द्रग2) , __ धा | गे 
४ 3 | [93 479 +थर्न-7४ 2. 2(4--0%४-- 6४) 


८८6 7/£ (2 -2% (४८) ” 7 /272/2 (०--74/५ -०३/ 2) 7 


हर 7 मं 4 सीश्धयः ६) ) के [2- 7४४ 2] 5 0 | 
की (न 2५ --02, (-4--०६ हे 2(0-2%/ (८८) ) | 


पूए, , / तथा 7-फलनों वाले कतिपय अनन्त समाकल 27 


यदि (4) 7>0, 72(०)>>0, /४9--24/ (८०)।>०७, 2४(०--०३॥४-०४/५) > 0. 


जब ८००-८----7८०,5-० तो (3॥) 
की (व ए/(038-7१/०)४न बन की) प2। 
2 हि 4 6 5: 
पर यु | ०्न- न ०/३8) शर्याः 3-- हह्फ्क्रफकओ) | 4 


जे 2 
चत6 7/(0--24/ (८) १? 78 ०--०७/७) कय | ०नाएि -|-०७४३०-- हयात] 
में रूपान्तरित होगा यदि (4) >>0, 70(५०) 7०0, 7४० --24/ (४८०)। >0, ४२(०-- ० |) >> 0. 


क्रमश: 6-- | तथा 6---- ३ होने पर (7) का उपयोग करने पर (33) निम्नांकित परिणाम 
में परिवर्तित हो जावेगा : 


(34) | ब/भियाव्‌व/(0)3-%०)०+४४+ 0) बी खपाफय ईन खाक किस; 
० 
. 8(6-+-##न॑- तर्ज है 


प-2कविक्वि-परिका “या --24/ (८) ४थ(] --9 [7-७] 7 


"फ-पक्कररए छत) ० पछ्करएत्ती: 


यदि (०) >>0, 22८) >0799--24/( ०८)):>0, /0(--०9) 7>0. 
ह ५0 ५2 
(35) ँ &7/24/ (८)४-- ९८ (०)) (८--१०४--८४१) 77/& ७ [ ् हा ल्फ्ब्ज 7४ 


०१२५ 
*पृह (6--0४--०४*) | ;; 


न शिश्याथिा-/ध्यवत /थूह 2९८ थाथिक 0-0 के] 
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हट ] ! व] छा हे 
व | 2/07 ह3 /०४ै)-- को | 3 


यदि /2(६)>>0, 2(०) 0, 7(०--2५/(८०))> 0, 2(0-- ) 0. 


) क। मन ॥9 9 
03८ . . .5८०,.57-० तथा 05८7, 2] पा 249५ 0855४ ## 6 ३) 


(36) |॥ (७ #-१/०) छन-#+०१-7 ०फ[- हट] 


( (५० रॉ 
7, हल +-८5४१) | 


तट 0 ०7४३ (छप्पो। 6-25 (६०)-थ् 7 [7"(--5)| 


थि 


४५: गण  नै्य: 80 --24/0७6०)? हछ+2.7 व 


यदि #(6) >0, /(८०)>०0, 7४० --24/ (८८०))>>0, 2(9)) >0. 


(87). || कतय (4८० #-%/(णे) (.+बबन-ढह)-१०: 
। 8 दम अम ह 
९१५ [2 धय 74५ ] या 7, | न 9५ 8 (6 बडि (22 | श्र प्र ) 8 ट | /ः -| ८५४2) | ( 
नत्ड व 677 (००) 7 ७१-24/(०८०)४२ (+0) 7 7(+») 


०३“-- ८० 
०० हह-जछ का] [7५ | 40०--24/ (६०)) । 


यदि 2(०)-0, 2(०)>0, 2(8--24/ (८८०))-०, #2(--9) >0. 


निर्देश 


3. एपेल, पी० तथा काम्पे ड फेरी जे ० । शिकाटएणाड 7 /ए70780%एटतुप८ट४. 6० 
79एट/शु ठप वुप०8 -- 20900 फाट5 ते 
लिया, गाथियर विलर, पेशिस, 926. 
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2702, ०0. ८56, #>& ६906, ५४४८, 
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946, 
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विज्ञान परिषद्‌ कप कक) पत्रिका 253) पत ७ ए५7फ्ाट्‌ ७ 
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गणित विभाग, श्री जी० एस० देक्नालाजिकल इंस्टीच्यूट, इंदौर 
[ प्राप्त--त्वम्बर 2, 966 
सारांश 


इस शोध पत्र में हमने कतिपय (#फलनों के समाकलों की स्थापना उनके प्राचलों के परिपेक्ष्य में की 
है और उनका उपयोग दो (/-फलनों के गूुणनफल वाली कतिपय श्रेणियों के योग करने में किया है। 
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726042707608 ० कं ठााा60, जी (७. 9. 7४०॥४०0०8709॥ ॥7800प॥0०, 776076 (/. 7). 
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अगले वर्णन में 0 एक धनात्मक पूर्णांक है तथा /७(०9, ०) संकेतों द्वारा ह प श 
आब स् 7: प्राचलों की श्रेणी का बोध होता है। 


उपपत्तियों के लिये तिम्नांकित सार्वीकरणों की आवश्यकता होगी जो ज्ञात परिणामों [2, 9. 
44/, ()|] तथा [2, 0.49, (5)| के रूप में हैं और जिन्हें सरलता से व्युत्पन्न किया जा 
सकता है। 
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तमाकलन का पथ टढ़मढ़ें रास्तों (लूप) सहित [2, 0. 302, 20] की भाँति है, यदि जावरयदता 
. हो जिससे कि »-+-/४+ड् तथा 2-४ --३२ कन्टूर के दाहिनी ओर रहें। 


उपपत्ति--(:) तथा (]-2) से (2.) के दाहिने पक्ष को निम्नांकित रूप में रखा जा राकता 


के हि रे कि 
छा ॥। (४--#/--») ( 0 (४75--$) (ै एए “ अब ४ न 2) 2 0" 48 


(>फलनों के गुणनफल वाली कतिपय श्रेणियों का संकलन 53 


८ [7 7(०,--8,) 8% ० है | ४0 कक ([--2,) का 68, 
की #ब्प७ 0 


4+-॥॥ -४7 4+7॥ 
७ | 7 (७6)79-%/३80४-०१७ ] [५+४७ 
३4 ग्ल्व 


।--/#/--ै) 
हैं /(8 7), १-.-)) अर 


यहाँ पर प्रथम समाकल को अंत में रखकर समाकलंन के क्रम को परिवर्तित करने पर 
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2५ (7] ५ (८ (#&] 2 ८-१ / 


>> की आह 9 
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ई/४- २३७५ ईैं-फ- मे 


] 7 $$॒ पर ! 5 के 
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४9 7. £33, (3)], तथा [2, 0- 302, (29)], से प्रतिस्थापित करने पर व्यंजक का रूप 


(४८०7७, (४-४#+#/ | ह। 4|७,-- ४.) 6 ५ | का, 7%(]--%,)/ ४7 ६५४, 
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हो जाता है। अब [2, 9. 433, (5)]| से प्रतिस्थापित करने पर, समाकलन करने पर तथा (.) 
एवं (4.2) का उपयोग करने पर (2.) सूत्र प्राप्त होता है। 
(5४). ह्ितीय समाकल--यदि 9%--] >>0, [०72 ८|< (0%-- ]) रुक, 


406 (6,7०० 2,) :> 0, (#<८57, 2, ..., 4), 40४४ [0 ($--१-+-॥८) कक कह 
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समाकलन का पथ लूपों सहित [2, [0. 302 (29) ] की भाँति है, यदि आवश्यक हो कि 0--/«-+- ३ तथा 
-/2-$ कंदूर के दाहिनी ओर रहें। 


समाकल की स्थापना 2 (४) की ही विधि एवं [2, 0. 302, (29)], [2, 9. 442, (7)] 
तथा [2, 0. 443, (3)] परिणामों का उपयोग करके की जा सकती है। 
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समाकलन का पथ लूपों सहित [2, 9. 302, (33)] की भाँति है यदि आवश्यक हो कि »--॥४ 
है, ०--/«+-$| कनन्‍्टूर के दाहिंनी ओर हों। 


[, समाकल की स्थापना 2(४) की ही विधि एवं [2, 9. 302, (30)], [2,0 . 495, (5) ] तथा 
[2, 0. 445, (5) ] परिणामों का उपयोग करके की जा सकती है। क्‍ 


(7ए) चतुर्थ ससाकल--यदि (0%--):>0, [०६ ८| < (0%४-- ! ) ड्रग, 
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“४ 0हकणाडक+ [4 2)" 489, 80), .... 28, 8,, $- 


£ समाकल का पथ लूपों सहित [2, 00. 302, (3) ] की भाँति है यदि आवश्यक हो कि »-- (० 
+# केंट्र के दाहिनी ओर रहे। 

समाकल की स्थापना 2(४) की ही विधि एवं [2, 90. 302], [2, 0. 435, (5) ] तथा [2, 0. 
435, (3) | परिणामों का उपयोग करके की जा सकती है। 

3. श्रेणी-संकलन () प्रथम श्रेणी यदि |47]0 ८|<#, 7९४ 6, << ], 7९४ 4५<_ | ०४, >>0, 
“08 (090, 20४ (6४--११ -- 0५) <: ।, 20४ (8,-- ०५) >>0, 
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प्राप्त किया जाता है। यहाँ $ तथा ० को ै. था ढाराश्र तिस्थापित करते हुये, गामा फलन के लिये 
गूणन-सूत्र का उपयोग करके तथा समाकलन एवं संकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर व्यंजक निम्न' रूप 
धारण करेगा : 
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इस श्रेणी की स्थापना (3-) में प्रयुक्त विधि के द्वारा तथा (22) के उपयोग से की जा सकती है। 
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निर्देश 
]. एडल्यी, ए० । नाशालक फछा8टवातटप्नों कफाट४073, मंग्राहिल, 
न्यूयाकं, भाग , 953. 
2, एडेल्यी, ए० । एग्छाए8 ० पश68एथों ॥ ६॥807778, मेग्राहिल, 


न्यूयार्क, भाग 2, 954. 


सन्धान णातप&५७ ए७एशाउप्4७ 
विज्ञान परिषद्‌ बन पत्रिका 850 पाप ७ 7/7077.& 
968, 4॥, 39-42 968, 4, 39-42 


सीमांतमान प्रमेयों में आने वाले हती समाकल समीकरणों का एक युग्स--2 
पी० एन० राठी 
गणित विभाग, एम० आर० इंजीनिर्यारेग कालेज, जयपुर 
[ प्राप्त--अक्टूबर |9, 966 |] 
सारांश 
प्रस्तुत टिप्पणी में () तथा (2) ह॑ती समाकल समीकरणों का औपचारिक हल व्यूत्पन्न किया 


गया है। इसके पूर्व ट्रेटर द्वारा (/55--३, १550 वाली दशा का हल प्रस्तुत किया जा चुका है। 


3.750729८ 


# फुथांए 067 वैंच्ां उंच्ांटशुछकों टयुपथएक्ाड ठएप्र-छशंजएु जा 9गप्रशतंबलए एक्ॉपरट एछ70- 
छा[०छाड--ा, 89 72. ऐ. ए७॥776, ॥02९027077675५ ण बराछबांट3, ७ २, #्राए7८९०लंगए 
(0062०, ]०४007- 

2 लिख्बों इर्प्रांठता ० पाल तएओं 7ादशाओं धवुपबांंणाड (() ०एदें. (2) ४०४5 926९० त67ए८ं 


0 एंत5ड 27०8, फट इ-फ््नंणा क्‍07 प8 ८88४८ 70 रछगीटा ;#चतू-- 3, ४550 ४5 शाला ९०र्गीटा 
997 77०४४0८०. 


4. भूमिका :--प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य हुती समाकल समीकरणों 


। !) [प 2206 3५+++श्ाा+/2 (४४) 5, (८) ८४ (४) » (< #<_ [ 


(2) | 4,(0४) 80) ढ+-# ७0, ४>>], 


का औपचारिक हल ढूंढ निकालना है जहाँ [(४) तथा /"(») दोनों ही » के दिये हुये फलन हैं। “ 


यह टिप्पणी पिछले शोध पत्र” का विस्तार है जिसमें ऐसे ही द्वती समाकल समीकरणों के एक 
यूग्म पर विचार किया गया है। 


वह विशेष दशा जिसमें |/४---- 7, ४-0, है ट्रेंटर का विख्यात फल हैः । 
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2. (]) तथा (2) का हल: 
०(४) | ८73 3, (४4%-- | "77503, (#0 ०५ 
जहाँ 
7 ह0ऊँकोक... (0<अडा)- 
माना कि 
॥4 (४) पा 7४) 6४, 
जिससे 
4(])--0 बा न +--#४77 7 (५). 


तब 
[5 7003, % 
0 
अप 2 हक (॥2४) (४ 
मा | )/(0) ४3, (४४) । न ॥ [॥/7,(७) | ६ 
रय्स्ा ] ॥ै टो27' 3, 4 (४४) 4४, 
0 
यदि (फछ 7>0. 
माना कि 
34 ४ | च+ । हे $ 5) (१--७१)४ 47५ (- ॥, [४०-75 7; न्‍्फ ] ८ 
तो 
] 
| 2 (७) 7,४6४) ६४ 
0 
-+2/7(07(/--४-+-) [7(४-+४) | // 
| शतामादटज) उ५व++ कक 5 7) ८5 
0 


(समाकलन का क्रम बदलने पर तथा ट्रैंटर० द्वारा दिये गये फल के आधार पर समाकल का मान ज्ञात 
करने पर) 


सीमान्तमान भ्रमेयों में आने वाले द्वेती समाकल समीकरणों का एक यूग्म-2 4] 


अत: 

(3) 20) >म0+2/7%) 7(७+हक) [7७ +0) ]-7 /१४ 
(तार ह0) $,,,७ 00) #, 

जहाँ क्‍ 

(4) पक) >३०) 3,(9) ४५ 

&(7) के लिये (3) से (।) में व्यंजक का मान रखने पर 
(5)... ॥  कैकला [| हार) 35ऋर) ०० 
बाल (८ (0< ४<_) 
जहाँ 
(0, डी(8) ल्‍त्ड // 9 +8) [7(०) 7(७-+-४+) ]7 


| १2 ः | पक प्‌ () उ0+#+%#+/2(27) 4 


(5) में समाकलन का क्रम उलटने पर तथा ज्ञात फल* के द्वारा # समाकल का मान निकालने 
पर हमें 
(00 | /6 कल /ल/ड ॥0 8) 


मत! | उसनशिनशाफा (५) (४2-.59)-7/2 ६ 
प्राप्त होता है। 
स्‍लोमिल्श के समाकल समीकरण» का उपयोग करने पर इससे 
( 4) ( 2/7) 7/2 $48+427--27+/ (४) 
निकल | 2 मम (४) | दे +र (32-४4) -2/5 पे आओ (५) | 4४. 


ध्राप्त होगा । 
3? 6 
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इस प्रकार यह देखा जाता है कि द॑ती समाकल समीकरणों का हल (3) द्वारा किया जा सकता 
है जिसमें /7(6) को (4) द्वारा, (४) को (7) द्वारा तथा /?(४) को (6) द्वारा व्यक्त किया गया है। 


यहाँ पर हमने यह कल्पना की है कि 
(7) 707) >0, :४(७--१) 720, ४5-०७, , 2, ..., ; 
(४) विश्लेषण के समय प्रविष्ट होने वाले कतिपय समाकल विद्यमान हैं तथा 
(77) कतिपय द्विंगूण समाकलों में समाकलन का क्रम परस्पर बदला जा सकता है। 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग, नई दिल्‍ली का आभारी है जिसने प्रस्तुत शोध के लिये 
आथिक सहायता पहुँचाई । 


निर्देश 
]. राठी, पी० एन० । विज्ञान परिषद अन्‌ सन्धान पत्रिका में प्रकाशनाथ्थे 
प्रेषित । 
2. ट्रैंटर, सी० जे ० । क्वार्ट० जनें० मेघ०, (आवसफोड्ड), 95], 2, 60-66. 
3. वही। प्रोसी० ग्लास्गों संघ० एसोशि०, 963, 6, 97-98. 
4. वाट्सन जी० एन० । & परफटछपंडडट 65 धार पएगाल्ठतए 60 365४2] 
एए07८४०॥४७, कं+्न्निज यूनिवर्सिटी प्रेस, 944. 
पू० 40]. 
5, व्हिटिकर, ई०टी० तथा वाट्सन, 3 (0प75७ ० (०१७४ 57० एंड, केग्ग्रिज यूनि- 


जी० एन०। वर्सिटी प्रेस, 963, पू ० 229. 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका शा75२५ ?७२5त5७ 
]968, , 43-47 कक के 275 एा्‌& 
लेपलास तथा माइजर परिवर्तों के मध्य क्रियात्मक' सम्बन्ध 


जी० के० गोयल 
गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[प्राप्त--फरवरी 28, 967] 
सारादा 


लैपलास तथा माइजर परिवर्तों के मध्य क्रियात्मक सम्बन्ध स्थापित करते हुयी कुछ समाकलों के 
मान इसके उपयोग द्वारा निकाले गये हैं । 


5750-2८ 


#0७ 0एुल-नतेग्ानों, #टॉगएग्स 7९छ००क 7भुए/३०९ ब्यत॑ शशें०० (एथ75077075, 
89 ७. छू, 6०2, ॥0०72०फढ7६ णी )(००९77०४८5, एफरकआएए ण रिशयुं2४ग970, उुछएपा'. 


90 07लाबरणाओं 7९००7 9०४छ८ठए० 4,2[792०९ 80वें (९४७९० (7085 ३5 लाबाजाशाल्त 
बाते 8 €िए 47०87वॉ 6एथप4<र्द 7978 शुजरीका707. 


. विषय प्रवेश--लैपलास तथा माइजर के परिवततें क्रमशः 
४(४)- [८0% #(#४)>० () 
तथा... #+- | गी/शआऋकगशक, हु >०.. 0) 
पारिभाषित हैं जिन्हें सांकेतिक रूप में $( /) 5८. ४) तथा ((/£) न ४7(/) द्वारा प्रदशित किया गया है। 
माइजर (-फलन में (०४) संकेत द्वारा ०५, ०५. ,«£ क्रम व्यक्त होता है। 
2. प्रमेय, यदि #( /#)557(%/7) (3) 


तथा द (( 6) >+ #/%,(0०)/ ४) (4) 


७ || व 


00 


वो 47789) 57/4४/१३३३ ७)३४:४ (5) 


ध्ज्े 


44. | जी० के० गोयल 


जहाँ कि [/«//)| का लैपलास परिवते, |[£/2 #,(0/) /(/)| का माइजर परिवते विद्यमान हैं 
और (5) पूर्णतः अभिसारी है। 


उपपत्ति -- (3) तथा [!, (0. 202] क्रियात्मक सम्बन्धों के लिये गोल्डस्टीन प्रमेय 
/767/# १०0 #,(५8|2052%, 0.0//)%,(9४) 
का प्रयोग करने पर जहाँ 20 #) >0, /९(५--०)१->०0 हमें 


पु &-7/47(४१+७2) 5, (97) ध्ः 4४-८४ हा /, (७५//)४६,( ०५८/४॥) /(५/7)४४, 
॥। 


रबड्0 

प्राप्त होता है। 

अब सर्वत्र » को / द्वारा प्रतिस्थापित करके, दाहिनी ओर ४-5४“ रखकर तथा दाहिनी ओर के 
समाकल की विवेचता (4) द्वारा करने पर हमें (5) की प्राप्ति होती है। 

ऊपर दी गई प्रमेय के सम्प्रयोग द्वारा कुछ रोचक समाकलों के मान निकाले जा रहे हैं । 

उदाहरण .. माना कि /(%१//)5२॥/१४४४/) 
तो [], 9. 37] 

$(/] नया (- 2)/20720?, /((७)<4, १ 0) ->0, 

तथा [2, 9. !45]| 


$(/) व गन नजर डर -»य जज -०) 


लि >>: न्‍्न ] ले ] घा 


कि .. #४(#--9)>0, ॥४(-57) >|(०)|. 


(5) का व्यवहार करने पर 
| (/2(०-०) /-7/4८(४2--०“) हू (87) £॥, 
0 ४९2/४ 





7० -/2. 4--/2 070 हु 
मा 


लेपलास तथा माइजर परिवतों के मध्य क्रियात्मक सम्बन्ध 45 
जहाँ... (/--9)2१:०0 शी 29:7-07--3)< 0 
उदाहरण 2. /(१//४--४४०7/४४ 7, (४. /४) रखें तो [, 9. 86] 


4 (8 (/2--/) +-2 
४४) कर क्र ए ०ा(6) बल बा कह |! 


जहाँ. 77 (57) >?2, (४) 0 
तथा [3, 9. 0, 7९, 5) 


फृ( 0१ -. 2४-08 9 2 #78/6--०2-:०--/) 
( ?) ाः न्य | || नगर ) 8/+-९ --० 





ा ः न्‍ 
><[ प्र बडा +-०/, “7; है * ५] 
जहां 8 ६-+०+०+०) >0, 2(#+-9) >0, ००0. 


(5) का प्रयोग करने पर 


| [00-/0)/4-8 ८८77/#07+52) /" (७8/20) 777 ड मक [-- ७; --८/१ /] 
0 





की 97+प्न के /१"४7/277.(#-]- ७-७ +-/) 
 &[2+(/७-/9 ४, इक 7 


ब्याह जट, जरुर तक कद ००४0)... 0) 
| ि (-- 2 हे 
जहाँ #(#--9)2-0, # (रा +०-१<0 


उदाहरण 3. यदि /[4/ 8) |--४777/27 #, [ ८५ //] 
तो [, 9. 99] 


(/) ह ए(2+ आ। 7(१- /77)#%-०/ ८०/% |. ५),५ //४/4१/4/) 


जहाँ ९(-०७/2-#/2) >-29, 7(#)>0. 


46 जी० के० गोयल 
तथा [3, 9. ], ९. 7] 
४: च्कशट 2ए-गोय क्र +]] 


; कवि 5 न 
५ -+ -०--2५० ५ रे .. 2 2705 2 छ की 2) । 0 री 
2 2/642 9७)" ८ #, | ् गा हाल आती थे 3 0 कक | 


जहाँ (४ --/-- 2०) >0, २(4--/१-- ०0) >0 
(5) का प्रयोग करने पर 
की 0 प्र 
हा की अजब मत (5; ) (७-89)/2, 0/2(५ /४) ६/ 


- (7०) 4 (6-72 |/2 / ०१०९ ?_, 9... 
& थ ्य . 7(92--०0/2--#/2 द्विश --/0/2 //2 (24/«+ ४ ५) ३0 70; छः ४2४29 


७7 ० ४? 


--20, -+-० न *« »« «- (8) 


जहाँ. 2/2(# ; 9।>०2, /0(/--2०-- ७--4) < 0. 


उदाहरण 4. माना कि 7) --प्थिशए 6 ! | 78” | 


/ (५) 


तो [2, 9. 49, 7. 5] 


|॥ ॥. 


४७)०१०+० ५५ [५7३७ ५) 





जहाँ. 4+<2(% |#), [०7४ /|< नल न ( | ] >>--3/2, />-4,2,3, ..., /१. 
तथा [4, (0. 354, ॥१ 3.4] 


०० 0079 ॥४+४/" 87%-४-७7 १...9 ॥ 
कि ठे 
५ ० -_० ४८0 7 80 (087) # (४/-4--9) (१7५ | ० 





[ (| ) 
2-2 | #, &/2 | »,8 | 


/2. 


जहाँ. :0(/2+9०) >0, 2(%७४--४) >>  +- ६, “0 (2ै--2०--4--2०,) 3 75%52, 


के ऑफ ऑ 
*। 
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(5) का प्रयीग करने पर 


लय 2. 82 0) का ४८ ( (० ् 
कि 7/4/(92-.-.8 5) / (9 ) (0 | 48 ० | 








८ |--*/४ 54 
20/मक व (88) ८म० १ (० ्णो 
कब 50 7 97 ( गा )4 (०7--2-7) 0", १+& | 02 )/2-+-०--४, 2/2--%, 8.) (9, 
जहाँ #<<4+-, ४:>, #--४:> [था /|<< (७#+-४- कपडे! » 


2 (#-+9)7>0, 22) <, #(8--$) >>0 तथा -7785 (00), (#5-], 2, ... ,/). 


कतन्नता-ज्ञापन 


डा० के० सी० शर्मा ने इस शोधपत्र की तैयारी में जो सहायता पहुँचाई है, उसके लिये मैं 
उनका कृतज्ञ हूँ । 


निर्देश 
, एडंल्यी, ए० तथा अन्य । वा068 0 प्राट22] वणथएई/0075, भाग | 
954, 
2. वही। वही, मकग्राहिल, भाग 2. 
3. शर्मा, के० सी० । प्रोसो० ग्लास्गों सेथ० एसो०, !964, 6/2), 
07-2, 
4. वही । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस, इंडिया, 964, 


304, 3860-66. 


परिषद अनसंधान पत्रिका जावए३०७ 7ए408त37 
3! 968 ] | 40 58 ह 2 ]545चा)त ७७४ 7&७72 तार ५ 
5: 38 की 968, ॥, 49-53 


केडसियम क्लोराइड के बिलयनों से हाइड्स 
कंडसियम आक्साइड का अवक्षेपण 


अरुण कुमार सक्सेना, 
सनहरन नाथ श्रीवास्तव, 
तथा 
बी० बी० एल० सक्सेना 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
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प्रस्तुत शोध पत्र में केडमियम क्लोराइड के विलयनों से सोडियम हाइड्राक्साइंड के द्वारा हाइड्रस 
केडमियम आक्साइड के अवक्षेपण का अध्ययन दिया गया है। प्रयोगफलों से प्रगट है कि क्षार की अधिका- 
धिक मात्रा मिलाने से विभिन्न हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिक 06(098),.. 00.05) एर्त,0 (७), 
ठव(0प),.$$ 0७.३७ ०7५० (8) वथा 66(0प9),. 00.9) एर्नगि:0 (0) क्रमशः अवक्षिप्त होते हैं 
जो अन्त में कैडमियम हाइड्राक्साइड में परिणत हो जाते हैं। ये यौगिक (४५४7: 07 की दृष्टि से फाइट- 
कनेक्ट के हाइड्राक्सी क्लोराइड यौगिकों, 06(0प8),.% 0॥..६ (7), 09(0प),.$8 0%.&,(00) तथा 
0व(0प),.5 0७.६ (५), के समरूप हैं, परन्तु इनमें क्लोराइड की मात्रा अपेक्षाकृत कम है। इसका 
कारण यह है कि प्राप्त अवक्षे। वस्तुतः हाइड्राक्सी क्लोराइड तथा हाइड्राक्सी संकर यौगिकों के मिश्रण 
होते हैं । 


काल प्रभाव के कारण बविलयनों में क्‍9+ म॒क्‍त होते हैं । इसकी व्याख्या इनके जलअपघटन 
अथवा आक्जोेशन क्रिया के द्वारा की जा सकती है जिसके फलस्वरूप अवक्षेपों की सक्रियता भी 
घटती जायगी । 


375६728. ८ 
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एक पूर्व प्रकाशित शोधपत्र में हमने! केडमियम सल्फेट के विलयनों से सोडियम हाइड्रावसाइड के द्वारा 
हाइड्रस कैडमियम आक्साइड के अवक्षेपण का वर्णन किया था। प्रस्तुत शोधपन्र में केडमियम क्लोराइड के 
विलयनों से हाइड्रस कैडमियम आक्साइड के अवक्षेपण का अध्ययन दिया जा रहा है । प्राप्त निष्कर्षों से यह 
स्पष्ट है कि हाइड्राक्सीसल्फेटों की भाँति इस दशा में भी केडमियम हाइड्रावसाइड के अवक्षेपण के पूर्व 
विभिन्न हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिक अवक्षिप्त होते हैं । फाइटक्नेक्ट ने भी विभिन्न हाइड्राक्सी 
क्लोराइड यौगिकों, यथा दवठप्रद्ात), ठव(08), .. 0%.ल्‍ (7), 06(0980), .., 00... (॥77) 
तथा 009(09),.5 00. (५) के अवक्षेपण का वर्णन किया है । हमारे प्रयोगफलों से 
भी दत(0प), ७ 0. (07 तथा दव(0),.७ 0. (॥”?) तथा दव(095),. (0. (५१ 
के अवक्षेपण के प्रमाण मिलते हैं, परन्तु ये यौगिक फाइटक्नेक्ट के हाइड्राबसीकलोराइड 
यौगिकों से इस अथ में भिन्न हैं कि इनमें क्‍्लोराइड की मात्रा उनकी अपेक्षा कम (४*४०0.25) है। 
इससे प्रगट है कि इस दशा में भी प्राप्त अवक्षेप वस्तुत: विभिन्न हाइड्राक्सीवलोराइड तथा शुद्ध हाइड्राव- 
सी संकरों के मिश्रण होते हैं । 


प्रयोगात्मक 


केडमियम क्लोराइड (3४००९) तथा सोडियम हाइड्रावसाइड (]/८०७० ;) के 05 0/ बिलयन 
बनाये गये, और उनकी सान्द्रता ज्ञात की गई | कैडमियम की सान्द्रता सोलोक्रोम ब्लैक सूचक का प्रयोग 
करते हुये [४.॥0.7'.2.8 के द्वारा अनुमापित करके ज्ञात की गई। क्लोराइड का अनमापन मोर (00 ॥/8) 
की विधि द्वारा किया गया। प्रयोगों में प्रयक्त कैडमियम क्लोराइड के सभी विलयन उपर्युक्त विलयन 
को तनु करके प्राप्त किये गये । हु 


पी-एच० एवं विद्युच्चालकता का मापन क्रमशः लीड्स नाश्थाप के पी-एच० मापी एवं चालकता 
सेतु के द्वारा किया गया। 


हाइड्रस केडमियम आक्साइड का अवक्षेपण 5] 
अवक्षपण का अध्ययन: 


(अ) बइलेषिक अध्ययन:--(!) पहले की भाँति! कैडमियम क्लोराइड तथा सोडियम हाइ- 
ड्राक्साइड विद्यनों को विभिन्न अनुपातों में मिलाकर उनके मिश्रण तैयार किये गये, तथा 5 मिनट 
के भीतर उन्हें अपकेन्द्रित क रके, प्राप्त स्वच्छ विलयनों में (67+ तथा 0-7 आयथनों का अनुमापन किया 
गया। प्रयोगफलों से अवक्षिप्त 067+ तथा अवक्षेप में संयकत (० की मात्राओं की गणना की गई । 
चित्र !के वक्र इस प्रकार के प्रयोगफलों का प्रतिनिधित्व करते हैं। 
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(066५ तथा १९०९ प्रणाली में से ४० का अवक्षेपण 


]5 मिनट के पश्चात 
॥/0 0०0५॥ का 0 मिली ० -+- १४/8 २००0 का » मिली ० -- आसुत जल का 
» मिली ० -> 00 मिली० (पूर्ण आयतन) 


(2) अवक्षप की परीक्षा :--एक अन्य प्रयोग में अपकेन्द्रित विलथनों के साथ ही साथ अवक्षेपों की 
भी परीक्षा की गई । इसके लिये अवक्षेपों को पहले आसुत जल से खूब धोकर उन्हें तनु नाइट्रिक अम्ल की 


52 अरुण कुमार सक्सेना, मनहरन नाथ श्रीवास्तव, तथा बी० बी० एल० सक्सेना 


एक निश्चित मात्रा में विलयित कर लिया गया, और फिर प्राप्त विलयनों में (4.४7 तथा (४7 का अनु- 
मापन किया गया। प्राप्त प्रयोगफल चित्र 2 में अंकित हैं। 


_ं ऑन पामक्आ ३ कप + कह“; का आालकमकते+अरजपरद4आ+, ए ऐ. < क्रधामदलशाक 3: 
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चित्र 2 


कंडमियम के अवक्षेपण में धोने का प्रभाव 


(50,--!२००प प्रणाली 
-- 0-- 0 --अनवक्षिप्त 067+ (धोने के पश्चात) 
-“:८५--८४५ संयुक्त (४-7 (ब्रिना धोये) 
-- 7]-- 70 --संयुक्त (7 (धोने के पश्चात) 


(ब) भोतिक-रासायनिक अध्ययनः:--उपर्युक्त रीति से केंडमियम क्लोराइड तथा 
सोडियम हाइड्रावसाइड के मिश्रण विभिन्न सान्द्रताओं पर तैथार किये गये, और उनके 


हाइड्स कंडमियम आवसाइड का अवक्षेपण 53 
पी-एच० एवं विद्युच्चालकता का मापन किया गया ।॥४ अ्रयोगफल चित्र 3 एवं 4 के बत्रों द्वारा 
प्रदर्शित हैं । 
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चित्र 3 


(00॥ तथा 7२७०४ प्रणाली में से केडमियम के अवक्षेपण का 
पी-एच सापी अध्ययन 
5 मिनट के परचात्‌ 
2 -- 2८ ++ >( --४/!0 ठठदा, का 5-0 मिली० 
“८५-८५ -८४५-२४/।0 0०0०0 का 0:0 मिलरी० 
“ ०-- 0 -- 07 --४/0 0 0/, का 20-0 मिली० 
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चित्र 4 
(0०१00 तथा १९०५० प्रणाली में से केडमियम' के अवक्षेपण 
का चालकता मापी अध्ययन 


ताप 83076 5 मिनट के पदचातृ 
-- ]-- 20 -- 70 --20 मिली ० 
04/0 040 का ६ -- ४ -- ४ -- & --0 मिली ० 
- 0-- 0 -- 0 --5 मिली० 
“>00 मिली ० (पूर्ण आयतन) 
काल-प्रभाव का अध्ययनः--इन अवक्षेपों पर काल के प्रभाव के अध्ययन के हेतु उपर्थुक्त मिश्रणों की 
एक श्रेणी को काल प्रभाव के लिये छोड़ दिया गया और विभिन्न कालों (5 मिनट, 2 घंटा, एक दिन ) के 


“20/४7४०पस का 9 मिली ० -| आसुत जछ का 
3 मभिली० 


हाइड्स केडमियम आवसाइड का अवक्षेपण 55 
पश्चात्‌ उनके पी-एच० एवं विद्युब्चालकता का मापन किया गया। प्रयोगफल चित्र 5 एवं 6 के बक्रों में 
प्रदशित हैं। 
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केडमियम हाइड्रस आक्साइड पर काल प्रभाव का 
पी-एच मापी अध्ययन 


04/0 दवा, का 0 मिली ० --१७४/8 ]९७०४ का ४ मिली० -- 
आसुत जल का » मिली० ->00 मिलौी० (पूर्ण आयतन) 


“7: 2८ ““ &( -- &(-- 5 मिनट 
““ (०- 00 -- 0-- 2?» घनन्‍्ट 
“++ ८0५ -: ८७ -- /0७ -- 


एक दिन 


56 अरुण कुमार पसक्‍सेता, मनहरन नाथ श्रीवास्तव, तथा बी० बी० एल० सक्सेना 





| ८८2५2 8 बढ 0॥ प/लाव 
बह | 6 77४5,0/ #१/0 ट४८२2कर 775,०/ #//9 /४८20/#-+ 7 5, है 
.. एएटॉ2€१ “>> 0077/578/4/  ४८०२:४४८ 


उक्घग0शार्था०८2 30 5८ 
“(0-0 47<7 45 /2गार०्य४ि७ » 
नी शी-+थ-+ 47८7 2 /2८०754 
-ज7-ना-7- 0४67 /४:५/४- 


श्ाज 
कि 
8(3 
दर 

्टे 22050 
डे 
छ 
हि 
5 
() 

2245 

9 2 ” 
0. 
की 
कि 2:24 


/ किला हा 


गे ऑ 
7722 ०५8 
70.0 हि 5 ए, '##/*' 


0 श्2 *4 0) नहर [*<, (6) ।"8 
6372 हैई” * 055 


चित्र 6 
कैडमियम हाइड्रस आक्साइड पर काल प्रभाव का चालकतामापी अध्ययनम' 
]//0 006 का 0 मिली०-+-)१४॥/8 ९०७०छ का ४» मिली ० -| 
आसुत जल का 9 मिली० ->00 मिली० (पूर्ण आयतन) 
ताप 3070: है 
-“ 0- 0-- 0-- 75 मिनट के पश्चात्‌ 
“८५-८५: “५-८ « घन्ठ पश्चात 
+ ) +- (0 -- 20 -- एक दिन 
घिवेचना 
चित्र ), ? के बक्रों से स्पष्ट है कि केडमिथम क्लोराइड के विलयन में सोडियम हाइड्रावसाइड को 
अधिकाधिक मात्रा भिल्ाने से जवक्षिप्त कैडमिथम की मात्रा बढ़ती जाती है, और लगभग :5 तुल्य क्षार 
मिलाने के पश्चात्‌ यह मात्रा स्थिर हो जाती हैं। अन्त में लगभग 4-5%6 मात्रा शेष रह जाती हैं, जो सं भवतः 


हाइड्रस कैडमियम आक्साइड का अवक्षेपण 57 


कंडमियम हाइड्राक्साइड के पेप्टीकृत अवस्था में रहने के कारण होती है। इस प्रकार लगभग "5 तुल्य क्षार 
पर हाइंडूस केडसियम आक्साइड का पूर्ण अवक्षेपण माना जा सकता है। 


इन चित्रों में अनवक्षिप्त 0077 के बक्रों में लगभग -25 तुल्य क्षार के स्थान पर स्पष्ट भंग भी 
परिलक्षित हैं । इन्हीं स्थानों पर संयुक्त (४.० के वक्रों के उच्चिष्ठ बिन्दु भी स्थित हैं। इससे प्रगट है कि :25 
तुल्य तक मुख्यतः हाइड्राक्सीक्लो राइड यौगिक अवक्षिप्त होते हैं, परन्तु इसके बाद क्षार की मात्रा बढ़ने पर 
ये धीरे धीरे कंडमिथम हाइड्राक्साइड में परिणत हो जाते हैं जिसके कारण अवक्षेप में संयुक्त क्लोराइड 
की मात्रा घटती जाती है। अनर्वाक्षप्त (67+ के वक्तों को और आगे बढ़ाने पर वे शून्य रेखा को लगभग 
'33 तुल्य क्षार पर काटते हैं। इससे एक ऐसे हाइड्राक्सी क्लोराइड यौगिक 07(0प),... 0॥, के 
अवक्षेपण के सबल प्रमाण मिलते हैं जिसमें ((67+ तथा 08 का अनूपात ::33 होगा । 

चित्र 3 और 4 में केडमियम क्लोराइड और सोडियम हाइड्राक्साइड के क्रमशः पी-एच० तथा विद्यु- 
व्चालकता द्वारा अनुमापन के वक्त चित्रित हैं। इन वक्ों में भी स्पष्ट भंग लगभग *25 तुल्य क्षार पर परि- 
लक्षित होते हैं। इस प्रकार के ये प्रयोगफल उपर्युक्त निष्कर्षों की पुष्टि करते हैं। 


चित्र 5 और 6 में काल-प्रभाव सम्बन्धी क्रमशः पी-एच० एवं विद्युच्चालकता के वक्र अंकित हैं। 
इनसे प्रगट है कि अवक्षेपों पर काल-प्रभाव के द्वारा हाइड्रोजन आयन मुक्त होते हैं। इसी कारण सभी 
विडुयनों का पी-एंच० घट जाता है, और :2 तुल्य तक साधारणतः सभी विलयन अधिक चालक हो 
जाते हैं, परन्तु [:2 तुल्य क्षार के बाद काल-प्रभाव के साथ विलयनों की चालकता घटती जाती है। 
इसका कारण यह है कि म्‌ृक्‍त क्रा+ विलथनों में उपस्थित 0प्नण को अधिक मात्रा से संयोग करके 
कुचालक जल के अण बना लेते हैं। 
अत: यह स्पष्ट है कि केडमियम क्लोराइड के विलयन में सोडियम हा रड्ाक्साइड की अधिकाधिक 
मात्रा सिलाने से पहले विभिन्न हाइड्राक्सीवलोराइड अवक्षेपित होते हैं जो कि बाद में कैडमियम हाइड्रा- 
क्साइड में परिणत हो जाते हैं। निम्नांकित सारणी में विभिन्न अवस्थाओं में प्राप्त अवक्षेपों में ४०:08 
तथा (४०७: 0४7 के अनू पातों की गणना की गई है। ये गणनायें चित्र 2 में प्रदर्शित प्रयोगफलों पर 
आधारित हैं। 


सारणी 
भिश्चित ४४ 0छ की मात्रा अवक्षेप में अवक्षेप में 
ठव++ : ठप्न- 0-7/04++ (॥7/0क++ 

(5 ४:(/४८४१ 5 0*9 
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सारणी | से प्रगट है कि विभिन्न अवस्थाओं में 0677 : 07 के मान ] : ]'४5, -33, 50 
के सन्निकट हैं जब कि (/0++ : 077 का मान ]: 0:25 माना जा सकता है। इस प्रकार यह निष्कर्ष 
प्राप्त होता है. कि कैडमियम क्लोराइड के विलयन में धीरे-धीरे सोडियम हाइड्रावसाइड की मात्रा 
मिलाने से ऋमशः निम्नांकित हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिक प्राप्त होते हैं:-- 


८9(08),..3 (५५-३8) 777५० (3) 
(व(09), .3३ (00.25) «779९ ) (3) 
व (08):.0 0॥0-398) “7५० ((:) 


जो कि अन्त में कैडमियम हाइड्राक्साइड में परिणत हो जाते हैं । 

उपर्युक्त यौगिक (४077 : 0प्छ० के अनुसार फाइटव्नेक्ट के हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिकों (7), 
(77) तथा (7५) के समझूप हैं, परन्तु इनमें ४ की मात्रा उनकी अपेक्षा काफी कम है (केवल (25) । 
इससे प्रगट है. कि प्राप्त अवक्षेप केवल हाइड्राक्सीक्लोराइड न होकर हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिक तथा 
शुद्ध हाइड़ाक्सी संकरों, यथा 06(08)।%'गांए,0, 04(0प),.5 एव१0, तथा 54(08),. छ,0, 
के मिश्रण हैं। इस प्रकार के हाइड्राक्सी संकरों के बनने की विवेचना एक पूर्व प्रकाशन” में की जा 
चुकी है। 

काल प्रभाव के मध्य 57 मृत होने की प्रक्रिया दो कारणों से हो सकती है :--- 

() हाइड्राक्सीक्लोराइड यौगिक धीरे धीरे जल अपघटित होकर पल मुक्त करें। 


(2) हाइड्राक्सीक्लोराइड एवं हाइड्राक्सी संकर यौगिक की आव्जोलेशन प्रक्रि] जिससे कि 
काल-प्रभाव के द्वारा अवक्षेपों की सक्रियता भी घटती जाती है। 
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स्कालोपेण्डा मोरसिटेन्स लिन की आकारिकी : 
भाग 6 : ग्राहक अंग 


गंगा शरण शुक्ल 
जीव विज्ञान विभाग, गोरखपुर विव्वविद्यालय, 
गोरखपुर 


[ प्राप्त--दिसम्बर 7, 967 ] 


सारांश 
चार प्रकार के ग्राहक अंग पाये गये :--- 


() यान्त्रिक अंग जो श्वृंगिका में तथा शरीर की समस्त वाह्मय सतह पर पाये जाते हैं । 
(2) कौमोरिसेप्टस-ये श्वृंगिका, मैंडिबुल तथा प्रथम युगल मैक्सिल पर होते हैं । 
(3) नेत्र--ये प्रकाश ग्राही हैं, तथा 

(4) टामसवरी इंद्रियाँ--ये श्रवण सम्बन्धी हैं । 


श्ृंगिकायें दो प्रकार की ज्ञान न्द्रियों से बनी हैं--सेंसिला ट्राइकोडिया तथा सेंसिला बेसीकोनिका । 


नेत्रों की संख्या चार हैं जिनमें उभयोतल लेंस रहते हैं। लेंस के नीचे वाह्यत्वचा की कोशिकायें 
प्याले के आकार की होती हैं जिनकी भित्ति अत्यधिक रंजित्त होती है। वाह्मत्वचा के भीतरी भाग में संवेदी 
कोशिकायें होती हैं जिनके सिरों पर रेब्डोम पाये जाते हैं । रंजक रेब्डोम के बीच में पाया जाता है। 


ऊपर से टामसवरी इन्द्रियाँ प्रकट नहीं रहतीं किन्तु जब सिर के नीच से प्रकाश पड़ता है तो वे प्रकट 
होती हैं। सम्भवतया ये श्रवण से सम्बन्धित हैं । 


रसवेदी ग्राहक मेडिबेल्स तथा प्रथम मेक्सिला में स्थित होते हैं और वे क्रमशः कटार तथा अंकुश के 
आकार के होते हैं । 


5950८ 
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बुकंल (939) ने स्कालोपेन्ड्रा विरीडीकानिस (3८०70/७॥4/6 व्यंद्ा/0४४8४) के कुछ ग्राहक 
अंगों का और स्नाड्ग्रास (952), जान्सन तथा बट (94]) ने इनमें से कुछ अंगों की मात्र क्रियाओं 
का वर्णन किया है। शुक्ल (960) ने स्कालोपेन्ड्रा मौरसिटेन्स के इन अंगों का रांक्षिप्त प्रिवर्ण दिया 
है। प्रस्तुत लेख में इन्हीं अंगों का विस्तृत विवरण देने का प्रयास किया गया है । 


प्रथोगात्मक 


पूर्व कथित (शुक्ल 964) रीति से जन्तुओं का संकलन एवं पालन-पोषण किया गया । कैनाडा 
बालसम तथा यूपेराल दोनों का प्रयोग आरोपण माध्यम के लिये किया गया । उपादानों का स्थिरीकरण 
ऐल्कोहली बोआं में किया गया तथा खंडों को डेलाफिल्ड हेमाटाकसीलिन में रंजित किया । इओसिन को प्रति- 
रंजक के रूप में व्यवहृत किया गया । 


ग्राहक अंग' चार प्रकार के होते हैं अर्थात्‌ यांत्रिक अंग जो शूंगिका में तथा कदाचित शरीर की 
समस्त बाह्य सतह पर भी पाये जाते हैं। कीमोरिसेप्टर्स श्ृंगिका; मेन्डिबुल तथा प्रथम युगल मैव्सिला पर 
नेत्र प्रकाश ग्राही है; जब कि चौथे प्रकार के संग्राहक को टामसवरी की इन्द्रियाँ कहते हैं और वे श्रवण 
सम्बन्धी हैँ । 
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॥. श्यृंगिकायें ह 
एक जोड़ी झाुंगिकायें (चित्र ।) जिन पर दो प्रकार की ज्ञानेन्द्रियाँ अर्थात्‌ सेन्सिला ट्राइकोडिया 
और सेन्सिला त्रेसिकोनिका होती हैँ वे शा पी 
लचीली और सखण्ड होती हैं। शंगिक 
खण्डों की संख्या भिन्न भिन्न होती हैं, 
बहुधा बीस खण्ड और यदा-कदा 
अठठारह खण्ड भी होते हैं। सभी खण्डों 
की रूपरेखा, केवल संकी्ण उपान्त और 
शंकुरूप अन्तिम (चित्र 2) को छोड़ 
कर लगभग समान है। ये दोतों 
खण्ड अधिकतर प्रतिरूपों में प्राय: ट्टे 
होते हैं जो इस तथ्य का सुचक हैं 
किइन पर कोई विशिष्ट ग्राहकांग' नहीं 
होता । 


सेन्सिला ट्राइकोडिया (चित्र 3 
अ, ब, स) सातवें खण्ड के अग्रिम सभी 
खण्डों पर अधिकतम मात्रा में होते हैं 
पउरल्तु य जे व जल क, जप और चित्र ! “सम्पूर्ण स्कालोपेन्ड्रा चित्र >---श्वृंगिका के दूरस्थ 
अन्तिम खण्डों पर बिरले ही पाये जाते. मौरसिटैन्स का पृष्ठीय दु श्य खंड । अ, अन्तिम खण्ड; 
हैं । सेन्सिला दो प्रकार के होते हैं--वे 7 नेत्र; स, सिर; श्रू, शंगिका। उ, उपान्त खण्ड । 


जो सामान्य पृष्ठ पर गुलिकीय होते हैं जबकि उपान्त वायूकोपष्ठिका, गृह में होते हैं। ये कदाचित्‌ 








ऐ 
चित्र 3--श्वंगिक, के ग्राहकांग । अ, ब, स, सेन्सिला ट्राइकोडिय,; द, सेन्सिला वेसिकोनिक । 
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स्पेंशन्द्रियाँ हैं जो किसी वस्तु से छ जाने पर उत्तेजितहोती हैं। अन्त में इनके नीचे सम्वेदी कोशकाओं का 
उद्दीपन पारगमित होता है। 


गुलिकीय सेन्सिला कण्टक के आकार का होता है जो आधार झिल्ली पर स्वच्छन्दता से हिलता है । 
कृष्टक कोटर एक गुलक पर उभड़ा होता है। गुलिकीय सेन्सिला की भित्तियाँ पर्याप्त मोटी होती हैं और 
संभवतः उनका कार्य स्पशेनच ही है। द 
वायूकोष्ठिका सेन्सिला भी कण्टक के आकार का होता है जो स्वच्छन्दता पूर्वक वायूकोष्ठिका 
गृहा में हिलता है। वेतीच प्रकार के होते हैं--छोट , बड़े तथा मध्यम आकार के । इन सेन्सिका की भित्तियाँ 
कोमल होती हैं और कदाचित्‌ कौमोरिसेप्टर होती हैं । 
सेन्सिला बेसीकोनिका (चित्र 3 द) सातों समीपस्थ खण्डों के अग्र और पद्च भाग' पर मध्य में 
आधारित है। परन्तु वे प्रथम खण्ड के पश्च और सातवें खण्ड के अग्र भाग' पर नहीं होते । इस प्रकार वे 
छः झुण्डों में एक पंक्ति में लगभग' 5 होते हैं। वे खूंटी के आकार के तथा सम्देदक होते हैं। वाह्य प्रवर्ध 
जिसकी पतली और पारदर्शी भित्ति होती है, छोटे खँटी के आकार के होते हैं। खँटी का सिरा कोमल 
झिल्‍्लीदार तथा टोपाकार होता है जो एक वृत्ताकार क्षेत्र में व्यवस्थित होता है । ये रचनाएँ रासायनिक 
उद्दीपन को ग्रहण करती हैं और संभवतः गधों की ग्राहक होती हैं। 
इस प्रकार शगिकायें स्पर्शक और प्राणक दोनों हैं। भाटिया (924) ने लिखा है कि श्ांगिकायें 
: स्पर्शांग का कार्य करती हैं किन्तु उन्होंने इन अंगों की स्थिति और संरचना का वर्णन नहीं किया है। बुर्कल 
(939) ने मौलिक परीक्षण के आधार पर यह मत दिया है कि झूंगिकायें स्पर्शक और ध्राणक दोनों ही 
हैं परन्तु उन्होंने शंगिकाओं पर विभिन्न पलक 
प्रकार के सेन्सिला का अवकलन नहीं 
किया है।. 
2. नंत्र 
नेत्र सिर के अग्र भाग पर शझूंगिकाओं 
के पीछ स्थित हैं और वे साधारण प्रकार के 
प्रकाशग्राही हैं। दो यूम्म नेत्र दोनों ओर 
होते हैं जो कि एक क्रास के रूप में रहते 
हैं। एक जोड़ा पृष्ठ-पार्व और दूसरा 
पाश्विक स्थिति में होता है। वे सिर की 
सामान्य सतह से काले गोला के रूप में 
उभरे होते हैं । प्रत्येक नेत्र (चित्र 4) स््ख्ध्ध््श्रर 
निम्नलिखित भागों का बना होता है:--- विप्य 4--नतेभ दा अनुगस्थ काट । अर, आन्तर रंजक; 
कानिया, जो नेत्र का बाट्य-चर्मीय न का क, कारनिया/ तक, है तंत्रिका कोशिकाये; 
स्तर बनाता है, पारदर्शी होता है और 3५. ७. कर 0 मिल: जो 


; लेस; व, वाज्य-चर्म; सक, संवेदक कोशिकायें। 
यह समीपवर्ती बाह्य चर्म से पृथक होता है 
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क्योंकि इसमें सामान्‍य रंग-द्रव्य नहीं होता । यह गृम्बदाकार तथा मोटा होता है और कामियल लेंस बनाता 
है जो कि लगभग' उभयोतल होता है । सेक्शन (56०८४: ) में इसकी रचना परतदार दिखाई देती 
है। लेन्स के नीचे बाह्य त्वचा की कोशिकायें प्याले के आकार में कम से रहती हैं जिसकी मित्ति अत्य- 
धिक रंजित होती है। प्याले की भित्ति के बाद वाली कोशिकार्यें अन्दर की ओर रैटिना बनाती हैं जो कि 
कोशिकाओं के संग्रह से निर्मित होती है। ये एक सतह बनाती हैं जोकि परिधि नेत्रिका क्षेत्र की वाह्म 
त्वचा से अविन्छिन्न होता है। इन संवेदी कोशिकाओं के सिरे में रेब्डोम (ि07६990०7०८) होता है। 
रैब्डोम लम्बे तथा एक दूसरे के आमने-सामने दो पंक्तियों में होते हैं । पंक्तियों की लम्बी ध्री लेंस 
की रूम्बी ध्री के समान्‍्तर रहती है अर्थात्‌ वे नेत्र के लम्ब रूप के समकोण होते हैं । रेब्डोम के दोनों 
परत एक दूसरे से थोड़े से अवकाश पर होते हैं। इस प्रकार प्याले की दीवालें बड़ी मोटी होती हैं और 
उसके मध्य में थोड़ा सा अवकाश होता है। रब्डोम के आधारीय भाग के बीच में काछा रंजक होता है। 
दृष्टि तंत्रिका नेत्र में नीचे से घुसती है और शंगिकाओं के सूत्र संवेदी कोशिकाओं से जुड़े होते हैं। 
तंत्रिका नेत्र के पिछले आधे भाग' तक फैली होती है । 

नेत्र साधारण प्रकार के हैं इसलिए इनमें प्रत्येक संवेदी कोशिकाओं के लिए केवछ एक ही डायो- 
प्टरीय यन्त्र होता है। तात्पर्य यह कि सम्पूर्ण सम्बेदी कोशिकाओं के लिए प्रत्यक नेत्र में केवल एक लेंस 
होता है परन्तु संग्राहक्त उपकरण बहुत सी कोशिकाओं का होता है। नेत्र का डायोप्टरीय भाग' प्रकाश को 
पारेषित करता है और प्रकाश किरणों को संघनित करता है तथा संग्राहक भाग रैटिता या दृष्टिपटल' का 
कार्य करता है । क्‍ 

रैब्डोम के बीच रंजक का होना महत्वपूर्ण प्रतीत होता है। नेत्र भित्ति के अधिचर्म कोशिकाओं 

में रंजक की उपस्थिति कृदाचित्‌ एक कलि पदें का कार्य करती है और यह थोड़े भी प्रकाश को इसके बाहर 
नहीं जाने देती अर्थात्‌ सम्वेदी कोशिकाओं में प्रकाश किरणों का पूर्ण अवशोषण हो जाता है। 


3. ठामसवरी की इनच्द्रियाँ 


टामसवरी की इनन्‍्द्रियाँ सिर पर पाश्विक तथा आंगिका के आधार के पीछे नेत्रों के आगे स्थित 
होती हैं। उनका स्थान तभी प्रकट होता है जब सिर के नीचे से प्रकाश डाछा जाता है। वे दो पारदर्शक 
क्षेत्र के रूप में होते हैं और उनके नीचे एक पीछा स्थान सा प्रतीत होता है जिसमें एक श्वासनली रहती 
है । इसकी संरचना से ऐसा प्रतीत होता है कि वे श्रव्य तंत्र हैं और वे भिन्न प्रकार उत्तेजित होते हैं । 

पारदशक उपत्वच। कर्णपटह की भाँति कार्य करता है जो कि एक श्वास नली से, जिससे कदा- 
चित्‌ सम्वेदी कोशिकायें जुड़ी होती है, समागम करती है। टिम्पैनम ध्वनि लहर से उत्तेजित होता है 
और यह उद्दीपन श्वासनली को हस्तान्तरित होता है। क्रम से यह उन सम्वेदी कोशिकाओं को प्राप्त 
होता है जो इससे जड़ी होती हैं । 

इन इन्द्रियों की कार्य-श्रणाली के सम्बन्ध में भिन्न-भिन्न विचार-धारायें हैं। सेजविक (965) 
के मत से ये श्रवणीय हैं। स्नाइग्रास (952) और जानसन तथा बट (94 ) ने लिखा है कि इनका 
कार्य अज्ञात है। वरहाफ और बुक (939) का भी वही मत है जो सेजविक का है, परन्तु पोर्टर के 
मत में जैसा कि बूर्कल (939) ने लिखा है कि वे ध्राणेन्द्रियों का कार्य करती हैं । किन्तु यह मत इन 
अंगों की संरचना से सिद्ध नहीं होता है । 
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4. रसवेदी ग्राहक 
मेन्‍्डेबिल्स के रसबेदी ग्राहक (चित्र 5अ) दाँत के अन्दर अग्र मध्यम सिरे पर होते हैं। ये लम्बे 


कटार के आकार के होते हैं। 





प्ख्र श्र 
चित्र 5--रसवेदी ग्राहक । अ मंडिबूलर रसवेदी ग्राहक; ब, मेक्सिलरी रसवेदी ग्राहक । 
प्रथम मैक्सिला के रसवेदी ग्राहक अंकुशाकार (चित्र 5 ब) होते हैं। ये ठेलोपोडाइट के प्याले 
के बाहरी किनारे तथा येन्डाइट के बाहरी और भीतरी किनारों पर होते हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० राम रक्षपाल के प्रति अपना अभार प्रकट करता है जिन्होंने समय-समय पर अपने 
बहुमूल्य प्रतावों द्वारा इस कार्य को पूरा करने में योग' दिया । 
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9.8, ४७०।. व , 
5. शुक्ल, जी० एस०। प्रोसी० नेदन० एक्रे० सा०, 060. 
6. वही। [7007700978८00 ऊफैकांदाएश 4964, 6८ 


24, 4 : ॥॥॥: 55-60. 
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हाइपरज्यासितीय फलनों से सम्बन्धित कतिपय श्रेणियाँ 


पी० एन० राठी 
गणित विभाग, एम० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[प्राप्त--अगस्त 4, 967] 
सारांश 


 बली के सूत्र तथा कालिटूज द्वारा दिये गये इसके विलोम का उपयोग करते हुये हाइपरज्यामितीय 
फन्ननों, [#7, 2१, ५ तथा ४५ सम्बन्धी कतिपय अनन्त श्रेणियाँ प्राप्त की गई हैं। 
4स्‍+09<#०८ए 


50726 ड&्छॉंट्ड खराएएजस॑मड 2जए9ए9०-०8००कारटलंट विग्रटशं०मतड, 29 2. एए. 7२०४४८, 
॥26एक्ाए760६ ठ ०००० ४८5, ४, 7. ए87766०४8 (०॥८९४८, उंएप्ए, 


१४. ३२. छक्का०एी३ पा बाणवे वड इ7ए०७४९ हांएटए 927 7.. एगापट 7०४ए० 96९० पएढ6त॑ ६० 


5पा7 ८९0 एय(6 उ्यं6 इंएर0णााह #एएथ8९००:०तंट वए7८0075 ३77, 27५, 7१, ॥7त (५. 


!. भूमिका 

इसे शोधपत्र का मुख्य उद्देश्य बेली के सूत्र तथा कालिट्ज द्वारा दिये गये इसके विलोम का उपयोग 
करते हुये कुछ अनन्त श्रेणियों की प्राप्ति है जिनमें ऐपेल फलन /7,, गास का हाइपरज्यामितीय 
फलछन ५7,, सार्वक्षित संगमी हाइपरज्यामितीय फलन (५, तथा पोच्चामर बार्नीज संगमी हाइपरज्यामितीय 
फलन 4/7, व्यवहृत हुये हैं । 


श्राप्त परिणाम अत्यन्त व्यापक हैं। मुख्य परिणामों की कतिपय अत्यन्त ही रोचक दशायें दी 
गई हैं। इनमें से एक हाल ही में सी० जे० ट्रैंटर द्वारा दिए गए परिणाम का सावंत्रीकरण है। 
2. एंपेल के फलन ,#, के लिये श्रेणी 
बेली! ने निम्नांकित सूत्र सिद्ध किया है: 
(2.) “ /7 #%/(०८८) 2,(०८) 
_. श्न#नशवण हर से (20-22) ()--#) 
. /(७-+])/ --7) 4 आह 2, 
| एा£ वैगा४83 ७ पी, एरगाव3 4, 8 | द 
8? 9 


$ ० ५ 
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(2.) के दोनों ओर 2०79५ (०४८), से गुणा करने, 0 तथा ०० के मध्य .2 के प्रति समा- 
कलन करने तथा एक ज्ञात परिणाम का व्यवहार करने पर हमें 





५0 "29 /()-+-४ 8 (मे हक “कर हे कह | । 
(2. ट ) 2 ; | शत बे अत 703 पा 2 हि | 7; ॥४ । 7 | । रु द्थ ६ (4 ) 


शयत्र[0 2 गले) न %, ई (० -ी७-)१ै)--४४ 2-+-; ८१] 
८ (65 )/ (फल )/ (076 मर ४,92८) 3, (८८) ; 
.. ठन्‍्फीकऋचछश #कछ | 2/47-०--)+-३ डर 
प्राप्त हो जाता है। 
०>/ै--/ रखने पर, ८->0 करने पर तथा //४ 3. ) सथ [ > ] 2५ ((७ |4) का उपयोग 
करने पर (2.2) ऐसे परिणाम में परिवर्तित हो जाता है जिसे हाल ही में ट्रैटर* ने प्रस्तुत किया है । 


बेली१ के निम्नांकित परिणाम का उपयोग करते हुये (2.2) के दाईं ओर का समाकल निकालने पर 


(2.3)... ० ऋण) 3,(8) 3,(०) # 





०८०, [६४ (०७४), #(सै/७७४-४ ४०४७); ७४-, » | ;-%५ | ? 


यदि ॥न%न-शएन+-७)>>0, 2(2)<5/2, ८०--४ 





तो हमें 
(24). आ[न्नगेटशि, ल्कनक)३ #का, हक; 5, 5] 
__ $ (027) / (0-४) (३ 0 [- ४ ०-- ०--))) 


4॥5-() | | शी । ) 4 | -++६ (0-- नज्ाक 2) श्र] प्ह््र पे 


८4 “2, 2-४; /४+], ४--; 45, 85) /7[३(०]-०-] १ै)-| 8, 2(०-० #--२)--४ 
| 


प्राप्त होता है। 
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८८-९४ मान कर तथा 


५, |3, पक (»-0)/2 #] 


(50) 2 ५(०, 3; %, 03 5, 8) सती, ० » /#-+-०0 


को* व्यवह्ृत करने पर (2.4) से हमें निम्नांकित परिणाम प्राप्त होगा :--- 


(हक किम ब(०-+-मैन॑/), इ(॥४+०+-१), ई(#-+०-न॑2) मम] 
5, #४-4, (४४7 


$ (0720) (22) 07070) £ (78070 2)3 
॥+-0 8४! / (2०-74) 4 -#(ह१ै-- ०--/2)-2|४ /? १7% 


न कि रैनीर औ॥/ शा): (४४७72); 4०] 
# १ ७न], एन , #नीणए्टय 


7[4 (०-7 ,) /8, ॥(०्/- थे) न४४3 2-77; ८] 
पुनः (2.4) में ८८८व रखने पर हमें 
(2.7) &(ढि (० ्ीमै-/) ॥(०-शैग/) ॥४४/, ४-+7; ८7, 8] 


प्र है! उप तडऔ- ०२६०) नशे 


6५६०-7७ गै्नी0: ७-+-, एन7; ८, 64) 


(2.6) 


प्राप्त होगा । 


3. ०» के लिए श्रेणी 
हाल ही में कालिटज ने? निम्नांकित रूप में (2.) का विलोम प्रस्तुत किया है :-- 


& व? ० है 
5 आई 0 8 3208 
जहाँ 
7"(७-+-६--) //(9--#--) 
(3.2). 7 | 8४! / (0-+-४४--4) 
_॥(७-+-॥- )/"(/--॥-- !)4%? 


>#५(--#-+2,-२ै-४न१3-/४--७-+१, -२/--४+9: «*, 8») | 


& “777 है 8 3-7 |७-77,-- 7-- ४$ ४?, 82) 
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(3.]) में दोनों ओर //”77, (४८) से गुणा करने पर, 0 तथा ०० के मध्य 2 के प्रति समा- 
कलन करने पर तथा (2.3) एवं एक ज्ञात परिणाम? का व्यवहार करने पर हमें 


(3.3). आद म्नगेत/), ३(०+३-४) शै+5 &| 
_ 8 7"(0+)( (०-२०) 9. 
॥न0 ८40 ((७--४-- )- (2-7/-- 4) 


की, 
भ्र्ण | 3(०--२--/) -+-#, है (०-+-)ै-+-/) -+2 ) (४72 -- ], एज४ ना ; हक न 


प्राप्त होता है। 
जब 4८->0, (3.3) से द 
(3.4). #। ऑन्नेगेनश, गन ८७); मेन 5 क| 


मल 5 (4(0०--+--०) ४ 2 0 ...)....0 ६ ..0../-११ * 5 
न 8 (॥-- )॥०* ५ 3 «26 आर का ०, 
| है 
कि न ज आ 2 
प्राप्त होगा । 
4. ॥४ी के लिये श्रेणी 
पुन: (3.) में दोनों ओर ,/१7४४ ७:70 (--/4८) से गुणा करने पर, 0 तथा ०० के मध्य «€ 
के प्रति समाकलन करने पर तथा एक ज्ञात परिणाम" का प्रयोग करने पर हमें 
(4.]).. ऑवि्न॑नगै/2+7; शै+; -:०) 
__ 9 (--८)”74"2--)(०7%/2- )/2, 


0४ १३ ६४ कह है ५३3७५» कममकनक -: कक +कारकभ१ कक ननक ३ ३०४५५३००५मभ3क+क कप ७3५० ०-भ भाप. पभका भा 3+म नल नभनकम,4न्‍ पतन कक #३४७५५४३५७५५३+५५४५७३७७५७७५७४७५५५५५७५५५>»>»+न+++++कान३०क ५० अपभ२+++ पतन नरन-नपतननऊ 


॥+-0 (७-४ -+-) (9--#--) 


९५/[०--३/2-०४--१३; #- हनी 4, ए जहा 43 -+५८, --02८] 
की प्राप्ति होती है। 


(4.]) में 7->0 रखने पर हमें सरलता से 
(4.2) 4(०--)/2--; 2+-; --८) 


9 (--८)” | 00 
5 की लाए० नानक मास ० 


>३0(०--)२/2---+-४5 /+- -+-४3-- ४०) 
प्राप्त होता है । 
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जब ८८८!, तो (--)"(--७) _( /-+॥०)»55+ के उपयोग से हमें निम्नांकित परिणाम प्राप्त 
होता है :--- 


(4.3) 4[(०--२/2--$ 2-+-१; --८) 
6 07 /4ै२4 )॥ /ैत) 


बल “हाय हका।  शिन खैशिके  +85 #+/न !5 “० - 
कह 48 22600 2 
निर्देश 
. बेली, डब्लु० एन० । क्वार्ट ० जने० मेथ ० (आक्सफोर्ड ), 935, 6, 235 
2. एडल्यी, ए० तथा अन्य । ७०68 णी रावत! ए278070॥75, भाग 2, सेक- 


ग्राहिल, न्‍्ययार्क 954, प्‌ ०48 समीकरण 9. 


3. ट्रैँटर ,सी० जे० । क्वार्ट ० जनं० मथ० (आक्सफोड्ड ), 962, 3, 25. 
4, बेली, डब्लू० एन० । प्रोसी० रलून्दन सेथ० सोसा०, 995, 40, 45. 

5. वही। क्वार्ट ० जर्ने० मेथ० (आक्सफोर्ड ), 933, 4, 308. 
6. कालिदृज, एल० । ड्यूक मंथ० जनरल, 96, 28, 436. 

7. एडेल्यी, ए० तथा अन्य । व7:6४ ० [छा (780!8707775, भाग 4, सेकग्रा- 


हिल, न्यूयार्क !954, पृ० 87, समीकरण 42. 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका पप७५५७ ए७२ा5घछ8७ 
]968, , 7-76 पर 
प्राचलों के प्रति समाकलन 
पी० सी० गोलस क्‍ 
गवर्नमेंट कालेज, कोटपुतली, जयपुर 
[ प्राप्त--जून 27, 967 ] 


सारांदा 


प्रस्तुत शोध निबन्ध का उद्देश्य प्र-फलन को प्राचलों के प्रति समाकलित करना है। इसमें 
क्रियात्मक कलन की विधि व्यवहृत की गई है। ४-फलन का माइजर के जी-फलन के व्यापकीकरण के रूप में 
होने से ज्ञात फलनों के प्राचलों के प्रति समाकलन से जो फल प्राप्त हुये उन्हें अंकित किया गया है । 


3.057"8.0/ 


[माल्शुट्बाय0्त जाग #28596९प ६0 छुनएब०ा९९६४००ड,.. 9 2. 6. 6०३४, 4ं6टपफथ वं। 
॥७४ा९०एाबपं0०5, (00ए7छायठए0 (०585, 70फएणण7, ]थांएप्० (२४]०४४००7) . 


पुफ्ल बंफ गण फंड एथु००० 48 0 758४५ प्र ल-प्फिटतठ्त ताप #55७९०६४ ६0 ए०८०४००7०६९७४ - 
पुफ्डाव्णठते ०४एा0०9०व ॥8 ए६ 6 करूलकबापकानं टक्कटपोपड, 996०6 ल-फिटदताणा व 9 इलालावा29- 
पं07 ण॑ लटा6०8 (उप ट 05, काटइुए्थां०फ) भरा 72596९९ 0 एथ्ादा7९:57४ ० दरा0ठजा पिएटा075 
[0ए 285 [787ऐ८प्रॉक्व/ 28868 ० ठप 7658पॉ६. 


. इस टिप्पणी में निम्नांकित संकेतों का व्यवहार किया जावेगा :--- 


(7.) 280); ७ ||, ७+97 ४0) ४५ 

(.2) 280); क शैतजण | 0+0)7$0) ८ 
मी 

(.3).. शूढ़0) ० 5 शतक ता | शक क १+:-॥0 ४0) ४ 


जहाँ. 8:--7, -+-2, “53, ««« - 
(.3) सम्बन्ध (.) तथा (.2) में परिणत हो जाता है यदि क्रमशः 65-४2, #४--। तथा 
6८-७0 -- 
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2. ल-फलन की परिभाषा तथा गुणधर्म 


हमारी ल-फलन की परिभाषा फाक्स [3, 9. 408 | द्वारा प्रयुक्त परिभाषा से प्राचलों के 
सम्बन्ध में कुछ भिन्न है। हम 


(६, ८१) (६५, 90 /77 हज (८५, /!] 


(6,/)3 (१8 /9)3 **७ (047 4) 





(2.) छा! । 


[[ 7(8/-६) 7 7(-०+4६) ** ४६ 
न (नल 


किक मल पी 3 आलभलअलन कल लभननभ बल बच चललइमन_बइलुभअआाअामाा मारा ॥ ०; ाआाआआ७9७७७७७७७॥७/७७७७७७७एएशशआआ॥७॥७/"/ए"ए"एश करन ताप पपपरलन पतन 3 मे जम कम ५९७५७३७५४३ ४ भक ेर१७ >नपप् कब पर परकाकाम सनक. 


है 7(-8-६) 7 7(०-०६) 


7 


8 ५ 


को पारिभाषित करेंगे जहाँ रिक्त गुणनफल' (०7०0५ [7000०४) की विवेचना इकाई की जावेगी, 05% 
१6, 0<॥<.0; सभी ८ तथा धन होंगे; /. बर्नीज प्रकार का उपयुकक्‍त कंटूर है जिससे कि 
“/6), /55 , 2, ...! के ध्रुव कंट्र के दाहिनी ओर रहें तथा / | -- 6| |-6|६ .0 
के बाई ओर। साथ ही प्राचल इतने संकुचित हैं कि (2.]) के दाहिनी ओर का समाकल अभिसारी है। 


यदि हम 








। पा, 73" ०, | ) 
८ (002) न्‍न [2व) 7 छोरी ३/४ [7 /! (: जा |) 


/मा0 


सूत्र को (2.] ) के दाहिनी ओर व्यवहृत करें तो हमें // तथा 6 फलनों को जोड़ने वाला निम्तांकित 
सम्बन्ध प्राप्त होगा :--- 


(2.2) 2 





१24 | 8५ *+००) (6५, 5) __ जय 7 हि 6], कक 4, 
है, ५ | पक 2५ डॉ 
सा, 5) « - हर (2 3) ट 04५ ] 0५ 





जहाँ ७ धन पृर्णसंख्या है। 


3. बाद में लेखक [4 | द्वारा प्राप्त निम्नांकित परिणामों की आवश्यकता पड़ेगी :--- 





(3 [] | 2 है [८ (६४१५ ८१) ४, (4५, । न 6; ५ | 


(04, 2, (/#%2 ५) 


(“+-४, ०) 9 (67, 6१)3 *००३१ (4५, ०) 2 | 6-४, ०) 


9 भ ४५४ | 
मजा 57 2535 
(6---- ०), (6--/--+ , ०) (84, /3)५ 2, (४५, /३). 


. 4०४) :79,4 
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यदि 
/0(०):->0, /5)--0, शः -- -- ०9”) >0, 
| 
0॥ /] 
/(४-४- [० >0, 7१(८--7--] ८77) >0, ४-0, ।, 2, ...,/# 
8 कि 


तथा निम्नांकित में से कोई भी एक दशा सन्तुष्ट हो जाय 
0) 3>0, |०४(८)|< पक); द 
(7) 2.20, [गा8(८)|<:इगने, 2(७--)->0, 2(७--7--) <<0, 


यहाँ 2 तथा को क्रमशः 
/2 ? ॥. 
7 कि ० 257 3 8 7 
| क (6,) माह] (८,) का (,) लत 0.-] (,) 


तथा 
१(/--2)+.2 (8))-- 5 ( 
2-4) हज |) रे 4,) 
मात्राओं के लिए प्रयूक्‍त हैं । 


यदि हम क्रमशः 6--2, 8--] तथा 6--6 -:4 मान लें तो सम्बन्ध (3.) निम्नांकित फलनों 
में परिणत हो जावेगा:--- 


(८, ८4); काजल (८ 3९ ) है 
(8,/4), ०७ 54१ | ! हे! 





$[ शा, |[स० 
(3.2) 


॥४+-] ॥+-] हु (5 )५ 5 032३३ 00:87) 
_.. 5 न | ” 3 ५८“८॥]५9 ८१/9 2 ५99 “# 
४ 47% | ], 4+_ के (--+४ ०), (8,, 7), ६७६०७ ७ /)| 


जहाँ /((०) ०0, 72(5)--0 तथा 0>70(/+०-) >>--, ४-0, , 2, .../# बैधता के लिए 
] 
: अच्य श्रतिबन्धों (3.]) का कोई एक प्रतिबंध हो सकता है । 


(६4, 2), -«., (6५, %) पा 
कक (8./ | : 55 “| 





। 7) ॥१ 
5 [ पे [&* 
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(3.3) 
था, का एन । 2४० (“74 ०), (०, ०)+ --५ (4५५ ०५) 
. ॥( 0७)  /##94की (9--/-- , ०), (63, /॥), -. £,, |) | 
यदि /0(०) >>0, /2(५) >0, #(6-7-० 7) >0, ॥(।+ ] +०/* >>0, /॥:-0, |, 2, ...॥४ 


वंधता के अन्य प्रतिबन्धों में से (3, ]) का कोई भी एक प्रतिबन्ध हो सकता है । 





4. प्रमेय क्‍ 
यदि . (550 (४77), 7(०)>70(0)-72(7) ०0 
पक फ् ! 
तो री के 7)४0)# 
९-.-०० 
(4«) ते म्र्फ [४ 28 (7); 6, 8; 5) 60. 


उपपत्ति :--सम्बन्ध [4, 9. ॥6] का प्रयोग करते हुये 
शत (6 89: ८ &] कि कर | ३ | ८7) 8. ## ५ 


तथा चर में ““--४ प्रतिस्थापन द्वारा परिवर्तन लाने पर 





पा प /(०--7) (3 आए 
(42). अपर 8 /न4-40 5 जनक की (+ 7). *% 
प्राप्त होगा । अतः (4.3) में (4.2) का प्रयोग करने पर हमें 
7 ८)४77 
(4.5) (० 8; 8+:-49$(0) 


चर 8(0० |, ४ैम[+ ५) * 


प्राप्त होगा । 


(4.2) में दाईं ओर समाकलन-क्रम को उलट देने पर 


77,४०४, (77) #(0% 
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मेलिन परिवते [2, 9. 307] के लिये व्यूत्कम-सूत्र का व्यवहार करने पर हमें उक्त प्रमेय की प्राप्ति 


7” __ पर (0: :-.८ 
(7+4] च्व0 (4; ह.। है). 


तत्समक के प्रयोग करने पर होती है। 


(4.3) में ४ समाकल पूर्णतः अभिसारी है यदि /८(6) >>/९( 0) --0, (4.3) के दाहिनी ओर का 
#-समाकल पूर्णतः अभिसारी है यदि /2(८) >>२(४/)->0 तथा (4.3) के बाईं ओर का परिणामी समाकल 
अभिसारी है यदि /2(6) >7१( 0)-/2(/0--0. अतः प्रमेय में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत समाकलन 
के क्रम में परिवर्तन करना न्यायसंगत है। 


उदाहरण--(3.) से हमें, 


प हे गी (ल्टज2 ट।)। ५ 25७5 (] 9९ 
(बाद [0 0-00 *क 7] 


7+य ग0--2 [् मा (/-2--6, ०), (/-|-2-- /, ०), ॥ आप) * मी 
४ (0) ह2,278 (#--, ०), (८५, ७), --७ (4५9 %), (7+--2, ०) | 





प्राप्त होता है। क्‍ 


यही नहीं, (3.3) से यह भी प्राप्त होता है कि 
(की उबर 
((/--6+-- 2 ०) 35 /.) ( | 


(3/५) (] प्रो ॥77--] 
/ (७) 4कत की [भू ) (/-- , ०), (64, 2४), - (4+) $) 
(4.) में इन मानों का प्रयोग करने पर हमें 


]. (पका दी ,2प्+ा ॥४+2 2७४ [74-2० (70-72, ०), (8,,./), - . ५ (2५७५) 
हक... 4 (6) “कक अल | ल्‍ (/ । 9 ०) 9 (6५ ८१) 5246 (6/, ५) (! 0 न |, ०) | 
((-- ८-24 ०) ( 43 /.) १2 ५०४४] 


पड हए &ा क्‍ सका हक 
ब् (6) सका #का रथ ] (7 49 06 (04566) «४६ (८५, %) 
प्राप्त होगा यदि निम्नांकित दशायें सन्तुष्ट हों :--- 
(5) 270, |भा३(८)|< इुगओे 
[धा8 (४) |<॥/2 
(क्‍) 2>>0, [%/2(८) |€ द्ुगओे 
| वा (६) | <_ 97, 





([--6,, ८; ) ([--८/, %) | 
( “70:95 )5 +०० 8 2 है) 








न्‍ै 


76 पी० सी० गोलस 


- तथा 
। ध्‌ श्र 
रिए++$#-38+ 2) - 2 (०))<0, 
हाँ (3-) में » एक ही मात्रा के लिय प्रयुक्त हुआ है। 


एक विशिष्ट दशा :--यदि हम (45) में ४ तथा 7 को इकाई के बराबर मान लें और फिर 
०55" रखें तो द 


] हा हरा ध्कग हक /--0 न, 8३, »००३) | 


है. 0 25 ८ १८ 
शव! / (0) ५१79, 27+4 ४४-- , 6., ...., 4५) /--[--४ 


- (4-6) 


_एग 4 पका, हा /-4न--2, 6... *॥] 


> कुछ 7४, #+ 5॥+ा, ०,..., ० 





प्राप्त होगा जहाँ |॥९ (४) |<<इुश् तथा निम्नांकित में से एक प्रतिबन्ध की संतुष्टि हो :--- 
0) (&-+-४-३$#-39)>0, [०४8 (2/5)| <(&-+-४--3#--39)) ०, 
(पं) (&नी॥-३/#-३9)20, |»ष्ट (८/5) |€ (&--#--3#-३4) ३? 


तथा 
ह। कु १3] < 
८ (४----4/-३39 हट (0,) श्न (4,))<:0. 
निर्देश 
[.. ऊैगलिगबा ीगापडटतए। 270०० राहक पर7०8४0267१९०४७] 7 ए८0४०75, भाग 7, 
मकग्राहिल, न्यूयार्क 9535. 
2... डिबाध्शाब7) याद ?70]6०० ०68 ० एाल्छ्था ॥78080775$, भाग 7, 
े मकग्राहिल, न्यूयाक 954., 
ध् । 
पा 
3. फाक्स, सी० । टांजे० अमे० मेथ० सोसा०, 96, 98, 408. 


4, गोलस, पी० सी० । प्रोसीौ० नेश० एके० साइं० इंडिया (प्रषित )। 


विज्ञान परिषद्‌ 


जञाह्गान एग्लंबीगत 3/प्ष्चततीतवा एिगञालीदय 


[रफ९ छ९डरबएटा उुण्पआनो ० धार सॉजिता ले 4८8तें८फाए ] 











भाग ॥!7 अप्रल 968 संख्या हए॒ 
जग, ॥ा #फता 7968 9५०६ वा 

















मूल्य 25० या 5शि०या । डालर ] विज्ञान परिद्द [ वाषिक मूल्य 8₹० या 20 शि० या 3 डालर 
शिलट8 ॥१४, 2 ७ 5580. ०४9 व. | प्रयाग ऐ 2प्गपन।ं रि5. 8 ० 20 50. ७ $ 3९0 


[ ४7४०० ९०संशं2व, 3909080-2, [7072 ] 


प्रधान सम्पादक 
डा० सत्य प्रकाश, डी० एस-सी ० 


टाए्थश 2679 
(00 92099 ?747:220, 72.8९. 


सुद्रफ 
अरुण कुमार राय 


प्रबन्ध सल्पादकत 
डा० शिवगोपाल भिश्र, 
एम०एस-सी०,डी०फिल० 


रीबक्षावहॉगिर 740 
क्‍050, 98८0 05०कुथों 878 
। (,90.. [2),7?09॥॥, 


ठेकनिकल प्रेस प्राइवेट लिमिटेड, 2, लाजपत मार्ग, प्रयाग-2 


500»09322 


विज्ञान परिषद अनसंधान पत्रिका एा ५५०७ ?5श55947 
968 ॥. 77-7 स >ाा56 पा) प्र 0 7७7 & 
968, 44, //-/9 968, 4, 77-79 


इंडोल व्युत्पन्नों की जेबिक उत्पत्ति पर टिप्पणी 


रवीन्द्र प्रताप राव 
रसायन विभाग, गोरखपुर विश्वविद्यालय, गोरखपुर 


[प्राप्त--नवम्बर 4, 967] 


साराश' 
यह प्रस्तावित किया गया है कि इंडोलों के जैविक निर्माण में टार्टरिक अम्ल महत्वपूर्ण भाग ले 
सकता है । पौदों में टार्टरिक अम्ल की व्यापक उपस्थिति होने तथा इसका शीघ्र ही डाइहाइड्राक्सी मेलीक 
अम्ल में परिवर्तन होने के फलस्वरूप यह सम्भव है कि इंडोलों का निर्माण डाइहाइड्राक्सी मैलीक अम्ल, डाइ- 
हाइड्राक्सी-एक्राइलिक अम्ल या ग्लाइकोलिक ऐल्डीहाइड के माध्यम से होता हो । 
+5>5<डॉछ८ट 

4 गराण6 60 धार 902०0९४८2 ए#खिवएता णी खावठारल वल्लेसथए2ड,. 299 एरिबरसं। ता 
7००० 790, [009707677 0 (ध्यांड०9, एंग्रॉएटआं(प ० ५0०वॉटफप्रा: 

[६ 788 96९० 8प९2656त ए780 ७800 220 78790 76 ए9ण78 2 706 70 (76 09702%060० 
लित730070 ० ३706065.,. फल छातंद 06टप-ढ766 0 करांदाएंट बलांत कं फॉड्ाए 20वें व5 ४ट84फए 
८०एएवाभ्नंठा ६0 कागएकठऋए ग्रागेलंट बलंव एण॑ंत्राड 0 7 बब८प्एट इवेंट प्री काट बल॑ंते 
77297 ए709प7८6 इशण०68 707९१ क#7जकठ्डऋर कराबषोलंट बठात, क/एकठ्ऋए बकजारट ब्टांत ०7 


8५9८0०॥० ०06८7 ए१० 
अध्ययनों के फलस्वरूप”* यह स्थापित हो चुका है कि पौदों (न्यूरोस्पोरा) में ट्राइप्टोफेन के जैविक 


निर्माणों में ऐंश्रानिलिक अम्ल तथा उसके अन्य व्युत्पन्नों का उपयोग पूर्वंगामी के रूप में होता है जिसके 
फलस्वरूप ऐंथ्वानिलिक अम्ल का कार्बोक्सिल कार्बन इंडोल में परिवर्तन होते समय विलुप्त हो जाता है। 
ऐंथ्रानिलिक अम्ल->इंडोल-->द्राइप्टोफेन 

हा्लें-मेसन ने उस खण्ड को जो ऐंथ्रानिलिक अम्ल के साथ संयुक्त होकर इंडोल बनाता है उसे 
सलाइकोलिक ऐल्डीहाइड के रूप में प्रदर्शित किया है। इस प्रकार की विचार धारा प्रस्तुत शोध निबन्ध 
में सूचित परिणाम के सर्वेथा अनुक्‌ल है। 

हमने देखा है कि .४-मंथिलएनिलीन को डाइहाइड्ाक्सी मेलीक अम्ल के साथ जल में गरम करने 
से '४+मेथिल इंडोल बनता है। “-मेथिल इंडोल की पहचान 6.४ हाइड्रोक्लोरिक अम्ल” की अधिकता 
में 9-डाइमेथिल ऐमिनोबेंजेल्डीहाइड द्वारा उत्पन्न रंग की तुलना एक मानक नमूने द्वारा उत्पन्न रंग से 
करके की गई । इसकी पुष्टि पत्र-क्रोमेटोग्राफी द्वारा की गई जिसमें व्हाटमेन फिल्टर पत्र नं० का प्रयोग 
किया गया और ब्यूटेनाल-ऐसीटिक अम्ल जल (650 : 5 : 25) विलायक व्यवहृत हुआ । ४... मान 0:98 
से 0:94 तक प्राप्त हुये । पतले स्तर की क्रोमेटोग्राफी का भी उपयोग किया गया । 
इससे हालें-मेसन द्वारा प्रस्तावित अभिक्रिया-प्रक्रिया का अनुमोदन होता है । 
52 ॥ . 
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ही 0(6प)60ठप्त॥ 7200५ | हि ए0प्रठप्त 
५ प्रागा॥ ः का (मठ 
० पाप गज क ्थप 
् । 
ग् 
+#,0 #म+ काठ -पम्र,० 40 * श्म ल 
च्ज लक 2] 
ला बे 
[ 
८ (८ 


एक अन्य मार्ग डाइहाइड्राक्सी एक्राइलिक अम्ल से होकर भी हो सकता है जिसमें डाइहाइड्ाक्सी 
मलीक अम्ल सरलता से विकार्बोक्सिलित होता है। 





रा है ((09)५606फ/ 
जज दा ७(09)|000प 
| 
है 8 पु 
। " 
4 रे 
५८ है 
यु (छठपछत हर (0०प]606फ १ 
॥ अाोक (00 | हा १ 
हे 8 बह सर 
| “7,0०0 
| 8 ! गा 7५0० । धो 
श्र एप्तनठप्त ह ही ((0प्ते)6006फ्न 
हे 8 कल ज््स् का 
(० ै जे >> 0० 
$-73५0;--(००. 
क्‍ ष बजा 
फट 
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]894 ई० में ही फेण्टन द्वारा यह प्रदर्शित किया जा चुका है कि फेरस लवणों की उपस्थिति में 
वायु तथा प्रकाश के अनुप्रभाव से टार्टरिक अम्ल से डाइहाइड्राक्सी मैलीक अम्ल उत्पन्न होता है। पौदों 
में व्यापक उपस्थिति के कारण तथा सरलता से डाइहाइड्राक्सी मेलीक अम्ल में परिवर्तित हो जाने के 
कारण यह अत्यन्त मोहक कल्पना प्रतीत होती है कि टार्टरिक अम्ल डाइहाइड़ाक्सी मैलीक अम्ल, डाइहाइ- 
ड्राक्सी एक्राइलिक अम्ल या ग्लाइकोलिक ऐल्डीहाइड से होकर इंडोलों की जैविक उत्पत्ति में सहायक 
हो। 


निद: 
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तथा बीडल, जी० डब्लू० । 


2. बीडल, जी० डब्लू०, मिचेल, एच० प्रोसी० नेश० एके० साइं०, 947, 33, 55. 
के० तथा नाइस, जें० एफ० । 


3. मिचेल, एच० के० तथा नाइस, जें&७ वही, 948, 34, [. 
एफ० । 


4. नाइस, जे० एफ०, मिचेल, एच० के०, जनें० बायोला० केमि०, ॥949, 97, 783, 
प्लाइफर, ई०तथा लैंघम, डब्लू ०एच०। 


5. यानोफ्स्की, सी० । साइंस, 955, 728, 38. 
6. हार्ले-मेसन, जे० । केमि० इण्ड०, 955, 355. 
7. चेनोंफ । ु इण्ड० इंजी० केमि० एनालिटि०, 940, 2, 273, 


8. फेण्टन, एच० जें० एच०। जन ० केमि० सोसा०,!894, 899. 


विज्ञान परिषद अनुसन्धान पत्रिका छावाप७५५७ ए5२75घ470 
नर । 3प053[प)स् 54 7७7 ए 5 
968, 77, 8-83 968, 34, 8-85 
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भुवनचन्द्र जोशी _ 
रसायन विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


| प्राप्त--नवम्बर 9, 967 | 


सारांश 


ट्राइकोलेपिस प्रोकम्बेन्स पौदे से पृथक किये गये ग्लुकोसाइड प्रोकम्बेनिन-ए के अ-ग्लाइकोन प्रोकम्बे- 
निडीन-ए” का विस्तार से अध्ययन किया गया। 


3757 घ८ट शा 


€ा€फांटडों €ऋग्काआन्वएंगा ० पलॉलागरफ़ञांड एए०टप्णॉलाड, 27१०४ गा, 2 8. 0. 
०झ0, 0०9०"0ए7670 ० (एथ्यांड7ए, रिय|ं357970 एएऑएलशंए, ]वध्ां0पफ- 


बफ्ठ १8ए2006 (?702फ्य०एांदांप्6 27 ण इ्ीएट0296 एए0टफफर०्यांए  4502020 +०7 07८ 
77800 -"प्रट06छॉ5 ?702फ्70खाड #2ए6 76ढा #प्दां्व 7 3 8762० त6€पथा, 


ट्राइकोलेपिस प्रोकम्बेन्स नामक पौदे से एक ग्लकोसाइडीय रंजक पदार्थ--प्रोक॑म्बेनिन 
(03५ म५ 0,,) पृथक किया गया । जलअपघटन के पश्चात्‌ इस दो मेथाक्सी समूह वाले ग्लुकोसाइड 
से ग्लुकोस तथा एक अग्लाइकोन प्रोकम्बेनिडीन 4 प्राप्त हुये । 


प्रोकम्बेनिडीन ४ में दो मेथाक्सी तथा तीन हाइड्राक्सी समूह प्राप्त हुये । अग्लाइकोन को 5.%, 
नाइट्रिक अम्ल से आक्सीकृत करने पर तीन अस्ल प्राप्त हुए । इनमें से एक अम्ल बेंजोइक अम्ल था । दूसरे 
अम्ल में तीन हाइड्राक्सिल समूह पाये गये और इसकी पहचान 2, 4, 6-द्राइहाइड्राक्सी बेंजोइक अम्ल के 
रूप में की गई । इस अम्ल को सोडा लाइम के साथ ऊध्वंपातन करने से फ्लोरोग्लुसिनॉल (27-28*) 
प्राप्त-.हुआ । इस अम्ल का एथिल एस्टर (0५०.॥०0६5,०0) (गलनांक 27-28?) पहले रजत 
लवण तथा बाद में एथिल आयोडाइड के उपचार द्वारा प्राप्त किया गया । तीसरे अम्ल, 0५ छ,/0५ 
(गलनांक 80-8? ) में दो मेथाक्सी तथा एक कार्बोक्सिल समूह पाये गये । यह अम्ल 3, 4-डाइ- 
मेथाक्सी बें जोइक अम्ल के रूप में निर्धारित हुआ और इसकी तुलना एक मौलिक नमूने से की गई । अग्लाइ- 
कोन के अवरक्त स्पेक्ट्रम से हाइड्राक्सिल अवशोषण (%/--3320 सेमी ०7२) की सूचना मिली तथा 55. - 
400 सेमी०77 पर ऐरोमेंटीय वलयों के अभिलाक्षणिक अवशोषण-पट्ट प्राप्त हुये । अ-ग्लाइकोन के |(.३४.7 
स्पेक्ट्रम (द्रव सल्फर डाइ आक्साइड में) से दस ऐरोमेटीय प्रोटानों (6:8-7.2 9775), दो मेथाक्सी 
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कक 
समूहों (3.8 990) के छः प्रोटानों तथा >>6प्त, एवं का (छल बग्गें (0.9-2.] 9४7) के तेरह 
प्रोटानों के संकेत मिले । | 


उपर्युक्त विवेचना से अ-ग्लाइकोन की सम्भावित संरचना निम्न प्रकार हो सकती है: 


[ क्‍ >्र्ण्ष्मः ) 0्प्त 
० »653 । 
हि लॉ ८ ०दप्त, 
0 __ 
->0-. ० ५ 
| अ के, | के (2577५ 
पंधोगिलक' 


62 ग्रा० अग्लाइकोन को 40 मिलि० नाइट्रिक अम्ल के साथ मिलाकर मिश्रण को 6-8 घंटे तक 
पश्चवाहित किया गया । इसके पश्चात्‌ विलयन को हिम-शीतल जल में उडेल दिया गया और इसमें सोडियम 
बाइकार्बोनेट का संतृप्त विलयन तब तक मिलाया गया जब तक कि विलयन उदासीन नहीं हो गया । इसके 
पश्चात्‌ विलयन को निर्वात में सान्द्रित किया गया । गरम जलीय विलयन को छान कर उसे सान्द्रित करके 


प्रभाज- प्राप्त किया गया। अविलेय अंश में से एथनाल द्वारा ठोस (प्रभाज-2) तथा मातृद्रव प्राप्त 
किये गये । 


प्रभाज---अम्ल को एथनाल से क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 20-2]? १ | यह बेंजोइक 
अम्ल के ही समान निकला । 


प्रभाज-2--ट्वितीय प्रभाज को ऐसीटोन से क्रिस्टलित किया गया। इसका गलनांक 80-8]”? 


निकला । एक विशुद्ध नमूने से इसकी तुलना की गई और इनका मिश्रित गलनांक निकाला गया किन्तु कोई 
अवनमन नहीं दिखा । 


(0५४7,0०, के लिये परिगणित मान 
0559-34, 9555-49 
द मेथाक्सी समूह (दो समूहों के लिए) --34*06. 
प्राप्त मान : ((55959'.62, 95--5"“24. 
मेथाक्सी समूह--34.68 
अतः अम्ल को 3, 4-डाइमेथाक्सी बेंजोइक अम्ल के रूप में निर्धारित किया गया । 


प्रभाज-3--मातृद्रव को निर्वात में सान्द्रित करने पर चाशनी जैसा पिंड प्राप्त हुआ। इससे कोई 
क्रिस्टलीय पदार्थ नहीं बना । फलतः इस अवशेष को पहले रजत लवण में परिणत करके और फिर इसे एथिल 
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आयोडाइड के साथ उपचारित करके एस्टरीकरण किया गया। ठोस को लिग्राइन से क्रिस्टलित किया गया 
(गलनांक 29? ) । 
699. 40;.9,0 के लिये परिगणित मान 
(4--50:0, &+-555 
प्राप्त मान : 
0+-50-6, प्र-- 58-43. 
इन क्रिस्टलों को 36 घंटे तक 55-60? पर (उच्च निर्वात) गरम करके अजल यौगिक प्रोप्त किया गया । 
099. 0५ के लिये परिगणित मान 


(4--54“59 95७-3*05 


आप्त सान : 
(सू00 /20.. “स्लटे0 ०00 


इससे यह निष्कर्ष निकाला गया कि यह 2, 4, 6-द्राइ-हाइड्राक्सी बेंजोइक अम्ल का एथिल एस्टर है । 


अवरकत स्पेक्ट्रम द्वारा 3355 सेमी ०7 पर अवशोषण प्राप्त हुआ, किन्तु कोई चौड़ा अवशोषण (कार्बो- 
क्सिलीय अम्ल) नहीं मिला। एस्टर के लिये 5:85 पर अवशोषण देखा गया। इस प्रकार इसकी पुष्टि 
हाइड्राक्सी अम्ल के एस्टर के रूप में हुई। ऐल्कोहलीय फेरिक क्लोराइड द्वारा रंग-परिवर्तत से फेनालीय 
हाइड्राक्सिलीय समूह की उपस्थिति सिद्ध होती है। 


प्रभाज-3 के अशुद्ध अंश का सोडा लाइम संगलन :-- 


प्रभाज-3 के अशुद्ध पदार्थ को सोडा-लाइम के साथ मिश्रित किया गया और मिश्रण का ऊध्वंपातन 
किया गया । ऊध्वंपातज को गरम ऐल्कोहाल से क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 2]7-28?) । 


इस पदार्थ के साथ ऐल्कोहलीय फेरिक क्लोराइड विलयन ने नीला बैंजनी रंग प्रदान किया। तुलना 
करने पर यह फ्लोरोग्लुसिनॉल के समान सिद्ध हुआ । 


अनसं 80१७ 7328प&0 
विज्ञान पे अनुसंधान पत्रिका गा 
968, 4, 85-90 क्‍ 968, ॥, 85-90 


आत्मव्युत्कम फलनों की कुछ विशेषताएँ 


वी० वी० एल० नर्रासघ राव 
गणित विभाग, उस्सानिया विश्वविद्यालय, हेदराबाद 


[प्राप्त--नवम्बर , 967| 
द सारांश 
इस अभिपत्र में आत्म व्युत्कम फलतों के दो प्रमेय निरूपित किये गये हैं । 


39509 98 


50776 एछ70०9०४पं८७ 0 डटॉ( #€ट०फ़#०८र् प्छट४0०595., 89 ५४. ४. १.. (२. ॥१००, 7200०/(- 
ग7677 ० ०७७४९778 028, (0॥72779 एऑए*509, र्॒िजव८:७ ०००, 


वज्०0 एछ-०एवपं585 रण इलाई +5टंफु0टक0 प्र/०ांगाड सं 96 077 ० 6060७ 928ए6 966७0 
८४:8/0॥7579 ८6. 


इस अभिपत्र में हम आत्मव्पुत्कम फलनों के कुछ प्रमेय निरूपित करेंगे। हार्डी और टिश्माशे? 
के अनुसार हम फलन /'(») को हैंकेल परिवत्त में /% मानेंगे जिसे सूत्र 
जिन | उनको छठ के... - - - तह.) 


द्वारा व्यक्त किया जाता है, जिसमें /, (४) एक बेसिल फलन है। ४5८5४ और --$ होने पर 7(») को 
क्रमशः /९, और /९ लिखेंगे । 
प्रमेय ।,. फलन 7(४), £(»४) परिवर्त में आत्मव्युत्कम होने पर, /(») सूत्र 
॥), फ 
जल्द 5 5 3:(४--+) 
/») 5 का |, (5) 6.]--5) ७-0 #,... ... (.2) 


द्वारा व्यक्त किया जाता है जिसमें //(5) और ( (७) क्रमशः /(४) और &(») के मेल्लिन” परिवत्त 

हें । क्‍ क्‍ 

उपपत्ति : (5) और (6(5) क्रमशः 7/(४) और £(») के मेल्लिन परिवर्त होने पर हम यह देखते 

हैं कि 3 

| 22) &( 77) 6४5-८४४) $ 58. &. | 
| 
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और 
हि ८0-70 ८४-१७). कह गा 
इसके अतिरिक्त टिश्मार्श8 ने निरूपित किया है कि 
(+०० 
| (०४) &( 8४४) 4४>-ठ्् गा (5) ((--5) & 0४77) 65, (.5) 
८-- !, रखने पर और ४ के स्थान में 9» लिखने पर 
| ] कां० 
। 2) 8(90) 4# ६ कर !िध 70) 6(--3)90-0 #.... . (.6) 


यदि /(»), &(») के परिवत में आत्मव्य॒त्कम हो तो हम देखते हैं कि 


[ ऑी) #(को नयी): ४४% क 
इससे द 
] 6.-० प् ग न्‍ 
6 न | हा) (--3) .७-० #. . . . (.8) 
यदि फलन /(४) होने पर ,अष्टि (४) +# से #, में परिवर्त करता है और यदि 70, फलन 
(.॥.० 
४) इप |, _ 2000-२2 ४७०० ४... . . (9) 


उदाहरण 4. टिश्मा्श* ने सिद्ध किया है कि 
ह (8-१) #्री हि ( ) | 377०० ॥5) .( 
|; 2८(४-4) ८ | है| ( ) धं ठ58 [/2- 7 का २ मर ( . )) 
जिसमें #< 0, 
/०--- | होने पर 
ध 5-7) ००४/ रा रा  ] |) 
| आए कक 0 4 ७) कं आधा 2... - (.7) 
अतएव हम देखते हैं कि 
क्‍ ८4 /0_, (४) और 300 0 यम ४६ 3" 2) 


04/245/& 


आत्मव्यूक्रम फलनों की कुछ व्शिषताएँ 39 
मल्लिन परिवर्तन के फलन होते हैं। इसके अतिरिक्त टिश्मा्श ने सिद्ध किया है कि फलन 
८ 7॥4 ४-१० 7), (४), ३ “% ऋ% बस) 
0, है । अतएवं 7--ब्व होने पर हम देखते हैं कि 


४८४/$ 7_, (») ९ ६२५ 0 
7, होता है । 


इसके अतिरिक्त टिश्माश० ने आगे सिद्ध किया है कि 
. 0 के, व और शाखथया पु हा 2-७). 9. (,5) 
दोनों मेल्लिन परिवत् के फलन होते हैं, जिसमें /९(७) >> से 0,--2/05) ] 
अत्तएव 
ििल्स # के, छ) ऋौ-शपा-ज 7 पु 7फ+क),..>.6) 
25-50 रखने पर और 5 के स्थान में (४--) रखने पर हम देखते हैं कि 


[ही हो कर2०ण पपु+क 2... 6.7) 


अत्तएव | 
& 20 (४) और 2७-० [7"4--3७)]%, . . . (.8) 
दोनों फलन मेल्लिन परिवर्तन के फलन होते हैं । इसके अतिरिक्त ब्रजमोहन* ने सिद्ध किया है कि अष्टि 
४ ४.५ (४), हे % -$ कक) 
0 से /ऐ; में परिवर्त करता है । 
अब मान लो कि 
क्‍ 0-४४ | _, (४) , . . (.20) 


जिसका मेल्लिन परिवर्ते 


90(3) -- अगर 2 , . . (शा) 


है, और £(४)55४ ४0 (४), * *« « (4.20) 
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जिसका मेल्लिन परिवतें 
। 6()--2०७-० [7'(7.--3)]*, ४५ 7 «३. 2823) 


है। अतएव (:]9) और (:20) से हम देखते हैं कि 
[शक हो छड़ी 902०७)... - - - (24) 
7९, है । इसके अतिरिक्त (]:20) और (-22) में दिए फलनों को सूत्र (:6) में प्रयुक्त करने पर हमें 


पा 6६ 72.3 (४) 29 60 (29) & 
ही कि / (3) / (| 2 ]/ आठ) | 9०-७० %, .. (.25) 





ग् वा ॥-नं० 2 
प्राप्त होता है । 
इसके अतिरिक्त क्‍ 
|. कक 0 ४ 7" हक क्‍ 
४०० कऋ |... कशगश शा [7--श 200 ७... (.26) 


(.26) में 5 के के स्थान पर (5--) लिखने पर और गामा फलतों के सूत्र का प्रयोग करने पर हमें 


|. (0-४०+४ 
$ (9) + 57 20४ 7३-33) 235) 2"--%) 7" ३8 


247 (--0)-+० 
2३ 7" ।-35)7 #. 
]. /(-9िकॉण | | 
] 5/2 7! रॉ ः ड़ १5 7 
2८0 8९ (4-० 20/5 7" 3--४5) ४5) »* 45. ६: #. जद ४] 
प्राप्त होता है जिसमें 
४0) चय ३-9) 7३४) 7(-%) 7(३१%) $ 
+्+९(]--४) . 
इसके अतिरिक्त यदि 0< 76 <_ ], तो हम देखते हैं कि 


०्ज-ं ;क्‍ 
४4) >क | "४ 7 ३-७/44-5/2) 65) #* ४, . . (.28) 
जिसमें (0<८< [, 


और 0 (७) 5६ ( --७) 


थवा? 


आत्मव्युत्कम फलनों की कुछ विशेषताएँ 


हार्डी और टिश्मार्श ने सिद्ध किया हैं कि यदि [(:४) :फ हो तो 
। [० 


४ 208 7 इुनतब/2न ४2) ४४) # %, 


“5 पक 


जिसमें. 0<:7<], और 0(5)5:0(-») 
अतएव (!:28) और (:29) से हम $(9) 5-5: प्राप्त करते हैं। 


प्रमेय-2.. यदि (४) फ तो 


8४0० गा ५०, 





५ होता है। 
उपपत्ति : टिश्मार्श! ने सिद्ध किया है कि 


|| 7(४) 7(6-४) 
(|-7%) 6 खा (6) 


मेल्लिन परिवर्तन के फलन हैं जिसमें 0</0(७) <:/९(५) . 





अतएव क्‍ 
को] __7() 7"(6--४) 
क्‍ | 007 5 ऋ. ध्य 
जिसमें 0 < 75) < 70०). 


८८- | होने पर और मेल्लिन परिवर्तन के सूत्र का प्रयोग करने पर हमें 
] ] [० 
(+कझ) _ कई 

प्राप्त होता है जिसमें 0<४<:॥ 


7५७) 7(--3) #* #, 


इसके अतिरिक्त ब्रजमोहन” ने सिद्ध किया है कि यदि /(») फ हो और 


09 


(.29) 


(2.]) 


(22, 


(24) 


९७) - ऋत . 74:+//2+5/2 7"(३+०/2-०2) 0७) >४/ #, (2-5) 


६-० 
जिसमें 0<#< , 


और 05) 5-9 (--3), 


तब ४०0० ४९0९७) *: 


« (2-6) 


90 ... श्री० बी० एल० नरसिधर ख़ब 
!), हैं। 
(24 ), (25) और (9-6) से पता चलता है कि 


जा 
हज 


0 है, यदि /(४) #५ हो । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० ब्रजमोहन का आभारी है जिन्होंने इस क्ायं का निदशन किया। 


निर्दे 


झ्ञ 


!.. हार्डी, जी० एच० तथा टिश्मा्श, ई०. क्‍्वार्ट० जर्ने० मेथ० (आक्सफोर्ड सिरीज), 930, ॥ 


सी०। 496-23॥ 
2. हार्डी, जी० एच० । मेसेंजर मेंथ०, 98, 47, 78-84 । 
3. वही। फर्क णी ४#0फपणंढए 76872 5 (आक्सफोर्ड ) ५ 
937, पृ० 262, 97, 92 । 
4. ब्रजमोहन । जनें० बनारस हिन्दू धूनि०, रजत जयंती अंक, 942, 
34-] 37 ॥ 
5. वही। क्वार्ट० जनें० भेथ० (आक्सफोड सिरीज), 939, 


#0, 25 । 


अनुसन्धान जाापक्षए& 78रा5उघड 05 
विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका । लि दर पा कर गन] 
968, [, 9-95 | ._968, 4, 9-95 
गंगनबॉयर श्रेणी को चिज्ञारों परम संकलनीयता 
धर्म प्रकाश गुप्त 
मोतीलहाल नेहरू रीजनल इंजीनियंरिग कालेज; इलाहाबाद 
[प्राप्त--जनवरी !, 968] 
सारांश 

स शोधपत्र का उद्देश्य गोला-पृष्ठ पर किसी फलन 7 0, #) कीं गेमेनबॉयर श्रेणी की प्रथम कोटि 

चिज़ारो परम संकलनीयता से सम्बन्धित एक सरल प्रमेय सिद्ध करना है। 


3$75072८ 


4०50प्रा2 (दलड३70 डफ्फप्पनॉजाग६ए 08 (6९३०४ॉउग्पट४ डलज्ंटड, 29 70. ?., 6ए०४७, 
॥6फएथाएग6०६ ० (०८० पंट5, ४. पे, 7१८४8707० 7#87०८००४४४ (०ा०४०, 3]]497090, 


6 60]660 णछ ४6 ए768४९०६ 7006 ३38 0 27ए2ट 8 ता#€ट ा८076४४ 00 (96 2980प६८ (९४३7० 
8पा4ाजततए ० वक्त 006 णी॑ 6 क०्प्ा॑क-०छुकाएगपढा काफबाओअंत्त णी ॥ पिएटां० 9, ९) 
07 ६76 8प7&८९ ०0 2 8[0767८, 


!. मान लो कि गोला-पृष्ठ ७ के परिसर 05: 0& क, 0<%<:2द पर एक फलन /(0,% 
दिया हुआ है । इस. फलन से सम्बन्धित गैगेनबॉयर (अथवा परागोलीय) श्रेणी निम्नलिखित है 


;क्‍ शक ह शक का 
(]) /॥0#)> हु: /2, हनओ || 72% ॥ (०08०) आंत 020०९" 


टैग ॥50 | [&॥75 6/ 87% (-- ७) |!/४-% 
हट 5 4 )>0, 
श्र :-0 
जिसमें ८08 ७5०९००58 8 ८08 0--शं7 8 87 0 ८08 (6-6? 


और गेगेनबॉयर (अथवा परागोलीय) बहुपद /?(१? (208 ०») की परिभाषा निम्नांकित संबंध के द्वारा दी 
जाती है 


([-- 2८ ८08 ७ + ८4 )7९-- क् ८ 200 (८085-०0) 


92 द धर्म प्रकाश गप्त 


उपर्थक्त श्रेणी की धन कोटि अंक की साधारण चिज़ारों संकलनीयता पर कोगबेतलियाँज” तथा आन्रेश- 
काफ* का कार उल्लेखनीय है। उस सम्बन्ध में लेखक ने भी एक शोधपत्र* प्रकाशित किया हैं। 
रेखक ने श्रेणी की आबिल परम-संकलनीयता पर भी दो प्रमेय* दिये हैं। इस शोधपत्र में इसी श्रेणी 
की चिज़ारों परम-संकलनीयता से संबंधित एक सीधा सरल परिणाम दिया जा रहा है । 


हमने मान लिया है कि फलन 
(027) 795 67) [४070 872 ($-- ७) |४7/१ 


गोला-पष्ठ .७ पर लेबेग की परिभाषा के अनुसार परम-समाकलनीय है। कोगबंतलियाँज ने! ७ पर 
आ79, ९) के एक व्यापकीकृत माध्यमान ७) की परिभाषा निम्नांकित ढंग से दी है 


#४०० की, कार 
हा. 9क% / (१) (आ7 ०)? [90% 6 आ72 (6-4 )|/१४*%* 


जिसमें कि वक्रेखी समाकल का मान उस लषघुवृत्त पर ज्ञात किया जाता है जिसका केन्द्र (0, $) है और 
जिसकी वक्ररेखीय त्रिज्या « है । 


(००) के द्वारा हम फलन 


(.4) अंग ०म० कतु 0) (०-००) 


को दर्शायेंगे और निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करेंगे : 
प्रभेय 7: यदि 0<2< 3, (४>0 और 


(].5) | पा <_ ०0 


89.) (० 


तब परागोलीय-श्ेणी (:), |८, !|--संकलनीय होगी । 


यहाँ हम कोगबेतलियाँज द्वारा सिद्ध किये हुए एक ऐसे परिणाम को उद्धृत कर रहे हैं जिसकी 
हमें आगे चल कर आवश्यकता पड़ेगी । 


प्रमेयिका : यदि 05 0<: ४, 2:०0, ४550, ,. - ००, तो 


(.6) | 7200 (८०४ 6) | € 2 (अंग 0)70 4077 


और या पक । <. 0€ शा जे] , ) >> 0, तो 


गंगेनबाँयर श्रेणी की चिज्ञारों परम संक हनी यता 93 


द 24070 60658 [#-+-)) 08--उमेक्] 
डे () ८ विराम 7 2 
([*/) 42४ (608 0|5< हा हा. का 


रत] 
हद (#--4 )“ * (&7॥] 0) *77? 


जब कि है (” है हे /॥4, 
और /£ एक अचर राशि है। 


2. प्रमेय की उपपत्ति : श्रेणी (:) का #४वाँ आंशिक योगफल 


8 हज >ठुफा जे दि [टिक को नरक 0) ) | 
>< (आ7 ७०) २ ६७०८ 


अतः 
(2५) &,-7०१5 | क्दुएवुय्ज्ञ ०-०) 


>< | | अदा (2) ४, ( || (87०)? ८७ 


६; “77८05 0) 


[| ढ(०) हूं; (टिया (०००) +मक. (०००) 4७ 
0 ४ 


प्रा 


) 
न्पः [+ (००) [ 7.3 (०08 ००) _ (008 ०) ) | हो 
की | ७47 (०08 ७) + 2% (०08 ०) | 4$ (०) 
(>) . (9) 
$ (४) [ट ७, (7) 42% (-/) | 
हल ॥ ॥--] (008 ७०) नी (०08 ००) । 4%(०) 
न्‍्मान लो कि 0,-- ७५, 


(272) 


4.2? 3 
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यह स्पष्ट है कि 
गा--]. _ (») (>) | 


अं मिणा (था) | ( “-+४ ) ॥--॥ ( ] ) सु ( ) 2 +ीक ( ) 
हा हि /(%--2%) 4 (॥2-- 7--29 ) 
म+ू+(--) 79% (#) [कक एक ः 972), 


4 (%४-- ०2%) 


॥॒ _./__]!४४ लय ० के लक 3-2 
पक के का 3 ७ 00777 778 7९ 2023 कैब क 


तथा 


| मय (008 ०) -+ कर, (००४०) | 4$(०) 


था //--व. ब्रा--त्रा (0-7 प्रा 
(2.4) कम +| 
0 श्र गान, शा (आर 70-.) 


>>मान लो 4 +7५-+-४३, 


4, और ३ में ((:6) का उपयोग करने पर तथा /, में (-7) का उपयोग करके यह सिद्ध किया 
जा सकता है कि 


(260) ) ९0३४८ 0##ग०/;. 
अत: ह 
(2"6, |७,,- 20) |5 0 009१-7४) -- 0(४४४१-१), 


जिसके फलस्वरूप' यह स्पष्ट है कि 


हर कप  ++0(]) 


(ही 


क्योंकि ०0<)2<€<उ 


समान उपपत्ति के द्वारा हम निम्नलिखित प्रमेय भी सिद्ध कर सकते हैं जिसमें » प्राचल का परिसर 
0०<0&€:# के स्थान पर 0< »<_ | रखा जा सकता है। 


प्रमेय 2: यदि 0<-»< , तथा 


न (०) | 


०0 (97 ७ ) व 


तब श्रेणी (.), |८, 4 |--संकलनीय होगी । 
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निर्देश 
कोगबेतलियाँज, ई० । जूर्नाल द मार्थभाटिक, 924, 3, 07-87 । 
आऑन्रेश्काफ, एन० । राँद० देल सरक० सेट ० दी पालर्मों, 7936, 59, 266-287 । 
गुप्ता, डी० पी० । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइं० इंडिया, 958, 24, 269-278 । 
गुप्ता, डी० पी० । एनाली डी समेट०, !962, 59, 79-88 । 


कोगबेतलियाँज, ई० । बुल० द ला सोसा० साथ० द फ्रांस, 923, 58, 244-295 | 


विज्ञान परिषद अनसंधान पत्रिका ॥ एाए७७४५ ?०२75घ्60 
कर 968 तर । 9 7-0] 5545 पाप 8 एप 3 
४ 2.9 07- 98, 4, 97-0] 


हाइपरज्यामितीय फलनों का गुणनफल सम्बन्धी अनन्त समाकल 


_ एस० एल० बोरा 
गवर्नेसेंट कालेज, चित्तौड़गढ़, राजस्थान 


[ प्राप्त--अगस्त 3], 967 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य हाइपरज्यामितीय फलनों के गुणनफल सम्बन्धी एक अनन्त समाकल 
का मान ज्ञात करना है । इसमें प्राप्त परिणाम की कतिपय विशिष्ट दशाओं का विभिन्न परिवतों में /2-फलन 
के प्रतिबिम्ब प्राप्त करने का भी उल्लेख हुआ है। 


5+55(8८ 


कप गरात्य(€ फल्ड्टए्थों गशरएएसंजड एए०कव्पटए: ० सरज़ुनकछएुरणटलेंट स्िटपंठाड, 
29) 8. 7... 8079, (७0ए2८४0767६ (4णा68०, (४00०78०77 (रि७0०४४7७7). 


गं्र6 ठजुंब० रण पड एगए०० 45 (० 6एकप३(8 87 पंशगाएंप6 9९87०0 47ए0जंग्8 [70व7८ ० 
4एथ8००77९ए7९० फि९४०05,.. 5०76 पककांफड एग्कएंटपरोका 28४६४ ण॑ एप 7ढ%प छांजए8 
गर2868 रण -फिाएा पा परक्ापं०प8 फथाईणियाड 487ए6० 280 9266० 776९7 ४०7०१. 


. हाल ही में अलसलम तथा कालिट्ज [, 99 9] ने #-फलन को इस प्रकार पारिभाषित 
किया है :- 


न 0 
है 8) ह 0 3 25 अक 7 मी पा एबाइ ला तत्व जह 


और यह सिद्ध किया कि जब श5८/४--० तो 

(.2) &हिज है ७नी०ए, ७५ ०, ४) 5८७४ (2०) 3, (2४): 
तथा आगे भी यदि . है७5०/॥; ए८"-/७-॥ तो 

(.3, 70(200,॥0/४- ३) ४) क्‍क्‍्का 7 ७26 %(4७). 


उन्होंने [!. 97 92 | यह भी सिद्ध किया है कि 


98 ह एस० एल० बोरा 


तह 0820 क / (2--) 
८) 9 ०७ > ली न नअ का % 
(.4) पा 28 इक ेय 4“ | 4 (॥४-74)2 (9 -+4) 


हल (2027 (औ--20)4 (2--४) 


5--0 /४ 


- 0(2नज- 28, ॥-+-%२४, एन-72%2) 
८ “7703 4-११, ०॥, *» ०+ 
कक कक कर | (0 4)/<, (है-न-2)/4, /॥,-- «७ 8, 2 


(:4) में उपयुक्त प्राचलों के चयन द्वारा (|-3 ) के कारण यह निम्नांकित रूप धारण करेगा : 


। [ 6.(, «००००५००५०००- » ०७ २” आर पर 
(]-5) का किन 2 0 शी ५ | 


+ है, (/-2॥ / (+-+-7४2) 9 
न्(227 5 7 2 0460): 


!? | “77, 7760, -: ०६, द | 
हक अप कलह) 000 गो) 00 0 कटक (4-१5. 


. 9. इस अनुभाग में हम ऊपर दिये गये फलों के आधार पर एक अनन्त समाकल का मान निकालेंगे। 
(]:5) में दोनों ओर /(») से गुणा करने पर तथा 0 से ०0० तक समाकलन करने पर एवं समाकलन 
का क्रम बदल देने पर 


+ के # के का $ 9 के के सो की दी ७ स के की से की ७ क$ # 


०० 2 ला 9%४)/'/--४) पा 6 कु (8 0५ 
73, था 5. | )/2, #+-9)/2, &, .... 8.3 “| 
(कक वध “04% 


(7+£+-)72>0 जहाँ /((४)55०(४४) यदि & छोटा हो। 


समाकलन तथा अवकलन के क्रम में परिवर्तत की वंधता निम्नांकित प्रतिबन्धों [2, 9. 500] 
से पुष्ट होती है। 


हाइपरज्यामितीय फलनों का गुणन फल सम्बन्धी अनन्त समाकलूू 99 
(7) 
(#-+-2ह) /(+#--#) 9 2 है 2 5 282 »५% 
0 हो उतक स्ये अरब ७7-)/2, 04-202, 8,, 8, ,/2' 
श्रेणी 0<: ४<: 8, में समान रूप से अभिसारी है जिसमें 8 काल्पनिक है। 
((7) 7४) & के समस्त &४7>»0>> 0 के लिए शतत फलन है। 
(77 ) बाई ओर का समाकल पूर्ण रूप से अभिसारी है। 
यह ऐसा है यदि २(४/--६-+-)2>0 जहाँ #»)-0(%४) %' छोटा हो। 
उदाहरण . यदि हम 
6 4., .... 4 9 
गखित्गव कह 7 ] (3) 


लें तो (2.) का प्रयोग करते हुये तथा ज्ञात परिणाम की सहायता से दाहिनी ओर के समाकल का मान 
ज्ञात करने पर हमें 


द 60 हु पर | ५५ ०००9 ०... हु द हि 
(2.2). 6 # कक [६ 09 649॥2 &,, ....8.. +**« | 


64 ( 6 दा "००३ ४१] थे 


]9 « «०» ] 6 ध 








#न्न्0 /८8। 5 37% (/-- [)/४ (76% ) | /, 2 जि 
८ #का 3 5547,)/ 25 5 रन 0 75428) /2 
+ंथ 4 ( न 0५ ] 


#न4<2(०--ह), [87४ «४१ < (७+-8-३४-३9)%, 2४ (००+३) < 
0४ (0(-7/2-+-$ ) >> 0, 2-- (0 »28% ऐ न 6 रुका 


प्राप्त होगा । यदि हम 


ध््िध्ट््ट ( न 4 | ध्ध्यू न्म्ग्ग् 


#ै] ._ _/#+2 जग! जीओ 
छा 


ठ3 ८८9 ८-८ ठ 3 ७.३ 7८ 9 पुन ड़ 


(355 कर घुड (255 [-ी॥५ 2877 [नीश्य 


00 एस० एल० बोरा 


लें तो (2.2) निम्नांकित रूप में परिणत हो जावेगा 


(2.3) [| 7 २ (3, ॥४, », ४१ 92%) . ७५ ४0 





८॥, »«०) ४) हे 
; १, धर 


॥ ॥ 9 १+०००% ध्‌ 


वि आप | -270) / +-+-४) "--/४, #--%, (&--)/2, (»--2॥/ 


(॥७)/ (४-+-) !! ४ | ]--)., ।-+/४, ।-+४ 3-2 








& 8-- / 7/2 
८6 5 0 


( न अजरआ 2500 5४640; का 
2 4८ 


(कक 





3. विदधिष्ठ दशा 


आगे (2.3) परिणाम की कई रोचक दशायें दी जा रही हैं। इनसे हमें अलसलम तथा कालिट्ज 
के 2 फलन के विभिन्न समाकल परिवत प्राप्त होते हैं । 


(7) मानते हुये &5२६८२2०, 8555०, 0]55३#+- 378, 0५८ ४३/-- ३१8५ 
(3.) | की को, (को सह, 29८) &॥ 
| 


2 आह इक $ (728) (7///# ) 7 | ४,8 -7,)ै +० । /2,0 +- 2/ >' 
7(७--१)7"५ +- | ४5५ [४ द गा 7 


- (#-+208)/2, (#/+-20)/< ) 


27 ॥- 370, 3/7-- २7 





[308 ४१/4| <क, 0 (#--78--7-- ) >0. 
00) ०८5-€--०, 850, #<5, कवच्न/--/-7 
| #5॥४ |“ ३; 09८ 7१४- /-- ३; मानते हुये 
200) ि 27777/8 (7४४८ हर, ,,, (बडी स्‍),/,०; २29८१) ८५४ 


दुआ हे ह2077+%8) के (0+)/2, (४+-2)/2 , »' 
८ (०-7 )2 (०-7 4) 4 + मी (00 ]--)2, । +७, ]--४ 


(#+-52)/2, (--#+-], 0./20॥2] 


दे ०» के /--#+- 2, /--#-- ३2 





हाइप रज्यामितीय फलनों का गृुणनफल सम्बन्धी अनन्त समाकरू 0 
[478 ४|<०/2, 7 ((--%७-+-7/2--) 0, # (/--#-+-4) < 0. 
(7) ०«5-, |85--/#--५--2, £4750 मानते हुये 


(300) |; कई 274 ५ | 7०] 7०० हर -- (32 हु --+ ४८६ 25) /((+, (05 9.4 ४5027) ध; 


__ 22४38 $ 2"(]-09)  # (720) 7 (४770) 
7 ओरठकओगक्-जमोरीे कक) ०... # 


ह, [8 #-॥ (जैन )/2, (+2)/2. 
2६478 | 6, न 5 | 


- (४-28) /2, ०) ०७, (”72/) | 


37. 4 2 
><(6# ( हर छह 
42 ५42 2 0, 2 





६ (#-+4) >>0, | 78 ४१/4 | <#/2. 


कतज्ञता-ज्ञापनच 


मैं जोधपुर विश्वविद्यालय के डा० आर० के० सक्सेना का अत्यन्त आभारी हूँ जिन्होंने मेरा पथ- 
प्रदर्शन किया । 


निर्देश 
]. अलसलम, डब्लू० ए० तथा कालिट्ज, जनें० संथ० मेकनिक्स, 963, 42 (6), 9-934. 
एल ० ॥। 
2. ब्रामविच, टी० जें० आई० ए०। 0 वम0तेप्रटप्रठ5 ६०. 06 6०7० 77766 
8९7765, मकसिलन, लंदन, /93 । 
3. एडेल्यी, ए० तथा अन्य । पुब्छाठड ० फरावएएग. प्रथ्याएईणिएड़, भाग शा, 


मंकग्राहिल, न्यूयार्क 954. 


विज्ञान परिषद अनसंधान पत्रिका एा]०4|५ ?05रा5प्त4&0 
मो & पापा लत 8 ए७ पारा & 
968, ॥, !03-07 968, ॥, 03-07 


बेसेल, व्हिटेकर तथा सार्वोकृत हाइपरज्यासितीय फलनों के गुणनफल 
सम्बन्धी समाकल 


आर० के० सक्सेना तथा आर० सी० व्यास 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[प्राप्त--अगस्त 25, 967] 
सारांश 


वे चार समाकल, जिनमें बेसेल फलनों, व्हिटेकर फलनों तथा सार्वीक्ृत हाइपरज्यामसितीय फलनों 
के गुणनफल सच्निहित हैं, काम्फे द फेरी द्वारा दिये गये दो चरों वाले सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय फलनों के 
रूप में ज्ञात किये जावेंगे । 


5 75पल्चवटा 


॥(€छम्थाॉड ग्राएगरांगड़ एए०्वेंपटऑड ० छरडडट, शफ्न॑पध्बाइटए बए्वे इत्शल्म्बाॉंयटत 
89एए०-8९०८ढजलंट प्विटं०एड, 29 7. 7, 885०००७ थण्त हे. 0. एए३७, 0०ऊब०प्यालका ० 
कब ठारा0, एप्एकग्पए ण एु०करफऊुफ्ण [०70एप-- 


ए#0फाः 77(68:7०४४ 40ए०]एंप्९ [70575 ० फ्ेट56] फिलट्यं०ाड, रपट चिलांणाड बकत 
इगालाथीडटत ॥एएचड8००णालंतए प्रिलांगाड जग फ४ दएनोप6त 0 एकााड जी पाल इकाकाबॉरसटत 
79ए86९०एर०्फयट प्रिएटएंणाड छत ऐश० एथ्पंबां)/6 हांएक) 927 हुह7706 त6 ए७तं०६ 


. हम सार्वीक्षत ज्यामितीय फलन ,/”, (८) के लिए संक्षिप्त संकेतन विधि अपनाते हुये उसे 
लिखेंगे कि 











तथा 





04  आर० के० सक्सेना तथा आर० सी० ब्यास 
जहाँ ४, ! से / तक, /, ! से / तक तथा इसी प्रकार आगे बढ़ता है। इस प्रकार ((७) ), की व्याख्या 
ग(6,), के रूप में करनी होगी । इसी प्रकार की व्याख्या ((4)),, आदि के लिये भी लागू होगी । 


(६),८८ शा --८(७--) (6--2) ... (७--४--) ; (८)05-॥. 





इस शोधपत्र का उद्देश्य चार समाकलों का मान निकालना है जिनमें काम्पे द फेरी [ (), [0. 50] 
के द्वारा प्राप्त दो चरों वाले सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलनों के रूप में बेसेल फलन तथा व्हिटेकर फलन 
के गुणनफल रहते हैं। इस प्रकार प्राप्त () तथा (2) परिणाम वास्तव में पहले ही भोंसले | (2), 
7. 88) | तथा सिनहा [(6)] द्वारा दिये गये परिणामों के विस्तार हैं। 


2. यहाँ पर निम्नांकित परिणामों की प्राप्ति की जावेगी 


न (५ ,8) 7 [ | १2 ) 
गा #१०न7( | _....6५)8 ९, (एल 8 2 (/०),7५ (४ ४] दड 





8४ (2. (8--04%2--2) (0-- ०७--४-- ) ) 


०-4, ०--०"--:6;; 4; ; 
कि 7-2, 0-- ०-४ ग 2 |, ]) 


मल 


जहाँ ((०):->- , /2(8):>-- |, ४५ +-!, 2? 0..-] और 


2? हक ह (८) जकोबी के बहुपदियों को सूचित करता है। यहाँ पर /” दो चरों वाझे हाइपरज्यामितीय फलन 


को व्यक्त करता है जिसे काम्पे द फेरी [(), [0. 50] ने दिया और वर्तमान संकलन विधि बर्चनाल तथा 
चाँडी [(3), /. ]2 | के कारण हैं। 


] ०-7 /॥ ) था 2 2॥ हा हा 
(42), (६४४ | है (0 ५ 8, 


_2 4 4 ३0०-:4//-:87) 
हा ४ (०) 








८५४4 ) /7£0 


“7 2॥0--279: 6; 4,; 2) द 
आह 6, (2) 


जहाँ /(०-६॥०२-०) >0, (५८) ->0, #<4-- , ?< 0--]. 


बेसेल, व्हिटेकर तथा सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय फलनों के गुणनफल ]05 


६ 0०08 /) शो (थ 
है 


हि उग्र कक (०)/2, (-०/2):63 4.5 » 
ल्ठुब्जतत-+न8)2] [-7(०-/)/2: 2; 2 ,; ४ | न्‍ 


जहाँ (०) >०- , /<€ 4, 2<: (२. 
)*४६; 

"(750 708270-० 
क् 2/ (--$/?--<* ) 


(2०-+ )/2--॥2, (2-+)/2,  +$/2: ७3 45 
| 06५ ॥ हा 72 4. 48 | 


जहाँ. ((०--2/) >> -- [, /€ (--, 2<€ (/--. 





(८०08 /,2 ८08 (87); (५ थे | ४ 





| हाय #»७) #7 ५७७) +५(३॥ 
0 मै 








85% ] धर 


उपपत्ति में निम्नांकित परिणामों की आवश्यकता पड़ंगी : 





[हे 27+7 ( [--. ४2) 8 0» /] 2७0) ॥[ ८०“] 


. ४४/)4 (8-०4+%-72)< (०--०--१-+-) 


38 6,, ०4, 0-- ०-४ 
25 #नर्श धर (३ 3+०न-+# नी 2, 0-- ०&--#४ -+- 4 ०), (3, 


जहाँ. (०)>>०-- [, “2(8):2>2--7, ४4-73. 
ही &77 8 ,(4७) /,(4०)/7९ (7४ ] ध 


273 ६ ४ 7 50-- (४-27 
४ (०) 


कर 9॥/५ थक 97, ५; 
7 /+ भू उ०्न-ड 6, 





४० ) (6) 


800. आरण० के० सक्सेना तथा आर० सी० व्यास 


जहाँ. 7(०--॥४--०) 2>>0, 7०) ०0, #<€:4--. 


[तक 8) 208 [8 6; ( 


4 ०084 ६ ] धर 





शा ४ (० [-, )/2, ]-+-३०, 6, 


मी 7६ "(2 (नली +व+की/8 0] 





अनरकननिभालन न 
उकलललरीकलकलननन. 





४) , 
जहाँ. 7०) ०००, /<€: 4 + 7. (7, 


॥ आय 27 28 / की है) (5००) धर 
0 $ ; 


(४972): (। |82)2 (०) /2-:/) 
277] --39-7#]) 
ए् -+)/2-- ७, (2-+-)/2, --//2, ८ 
आल /। हे ! ९ ), (8) 





जहाँ //, , 2) पहले ही की भाँति व्हिटेकर फलन 


(६ 00 /0) अन्त क 7 के पीट 
को सूचित करता है । 


(5) तथा (5) फल क्रमशः भोंसऊे | (2), 0. 788] तथा सिनहा [(०) | द्वारा दिये जा चुके हैं। 
(7) तथा (8) को ,/”, (८) का विस्तार करके तथा ज्ञात परिणामों के पद प्रति पद समाकलन द्वारा [(4), 
9. 32, ०६. 30 तथा [(5 , 9. 409, ०१. 4] क्रमशः सिद्ध किया जा सकता है। 


 () की उपपत्ति. यदि हम (]) में »”, (8४2) के मान को इसके समतुल्य घात श्रेणी में प्रति- 


स्थापित करें, और फिर समाकलन तथा अवकलन के क्रम को बदल कर सूत्र (5) का उपयोग करें 
तो हमें अभीष्ट परिणाम प्राप्त होगा । 


3. विदिष्ट दशायें 
इसी प्रकार अन्य परिणामों को प्राप्त किया जा सकता है। 


() जब (!) में ८ शून्य की ओर अभिमृख होता है तो यह भोंसले [(2),0. !88] द्वारा 
दिये गये एक पूर्व परिणाम में परिणत हो जाता है। 


(7) किन्तु यदि (2) में /->0 तो इससे सिनहा [(6)] द्वारा प्राप्त परिणाम निकलेगा । 


बेसेल व्हिटेकर तथा सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलनों के गुणनफल 07 
निर्देश 


ऐपेल, पी० तथा काम्पे द फेरी, जे० । #०घ८पंगड #एए०-हुटठणालतृपट४ ८६ [ए9८7- 
857267ंवुप65: 0079707765 6! सल॒&7०ा८८ (गोथियर 
विलासें, पेरिस, 926. 


भोंसले, बी० आर० । जने० इंडियन मंथ० सोसा०, 962, 26, 87-90. 


बचनाल, जे ० एल० तथा चाँडी, टी० क्वां० जने० मंथ० (आक्सफोर्ड ), 94, 2, 2- 
डब्लू० । 4]8 


एडेल्यी, ए० तथा अन्य । साए१60 275० वला॥]  पा०४एंएण$, भाग 
मेकग्राहिल, न्यूयाके, 953. 


वही । जछ०68 रण ग7776४7०) एंथा४07075, भाग 2, मक- 
ग्राहिल, न्‍्यूयार्क, 954. 


 सिनहा, एस० । बुले० कलकत्ता मंथ० सोसा०, 943, 35, 37-42 


॥ एाए५७४५ ?5725छ85870) 
विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका लग पा 


968, 4, 09-20 968, , 09-20 
४ चरों वाला हैँँकेल परिवते 


जी० के० गोयल 
गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[प्राप्त--अगस्त 5, 967] 
सारांश 


इस शोधपत्र का उद्देश्य % चरों वाले हैंकेल परिवते का सिद्धान्त विकसित करना है। इसके अनु- 
भाग (3) में दो चरों वाले हैंकेल परिवत्त के कुछ प्रमेयों की स्थापना की गई है और अनुभाग (4) में 
कुछ विशिष्ट फलनों का अंकन है । 
379डफ्बटा 


(7 पघछब्कांच्छां ई#बाड7िफतओ ती ते पन्‍लांशाजंटड, 27 ७. -%ू, ठठएथ, 04कथ-णआल07॥ 
०7८०4 ४05, दि4च|ध४दवा। एश27एट-आाए, | ०००प7. 


पफल काढ ० फाड एव 45 0 4८ए८2०० ४76 एी60"ए ०णी मग्गंट[ फब्छर0गा रण ४ 
एथा9०658,.. 77 5९८, (3) इ0एा6 ए76076078 76 €४2०)75४९त१ ६700 ३7 8९2. (4) ॥778865 ए 5077८ 
896टांगा प्रिएट0078 2७४७6 ठ6976€व उंह ८256 ०ए सिक्राटटी 0870807707 ० (ए० एथ०7290]65. 


. इस शोधपत्र में # चरों वाले हैंकेल परिवत्त के चार प्रमेय सिद्ध किये गये हैं और उनको व्यव- 
हत करके कुछ रोचक समाकल प्राप्त किये गये हैं । 


(« कोटि का एक चर वाला हैंकेल परिवतत निम्नांकित प्रकार से पारिभाषित किया जाता है :-- 


(.]) #0)5% | /07 $% #)/9) ४, #>09 
अब हम # चरों वाले हैंकेल परिवर्ते को निम्न समाकल समीकरण द्वारा पारिभाषित करेंगे :--- 


(.2) $#७ णचत 7 ७0(७)| 7 ५8%) 7 3७ (# %)-/७७ णे 27 (०५) 


जहाँ ( ७४,, ४) 7>0. 
&7? 5 


0 जी० के० गोयल 
जिन्हें संकेत रूप में क्रमशः 
कक रे 0) कथा #(#+ %) 7 


द्वारा प्रदर्शित किया गया है। 
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2. निम्नांकित संकेतों का प्रयोग शोधपत्र में किया गया है: 


( 2.3 !६ ) पलट कक ( 23 /?9 283 «०३ 2५) 


( 0,) तत्तत (५ ०3 - - 


हैं है अि्ननक 


2 वी दर ; | || ४, ४, ०४५ ... ४४, 


0 4 क।. 





3. प्रमेष-/. यदि % ॥ 5 /३) ( ८ 


है (,., 2 ) 


तथा 2 (१.५ 7) दक् /५(४.., 2) 


तो 
| 2] (४४... !) है? (४४,५११) । ँ ्य २४) | 2 0,., /१) है (00३ /१) (....! 
यदि आये हुये समाकल पूर्णतः अभिसारी हों । 
उपपत्ति : हमें ज्ञात है कि 


(0) | #(0७ ४) (०७ ४) 7! 2” 


॥ वि 2 
52४) | ॥॥। ४, बी । 5 हु 
(3) | (2 (०0(७) |, है (७०) १ मै 3&,(००) 


४ #००)- 7 (००)] 9०७?) 77 (52) 


#म्ण] ४, 


४ चरों वाला हैंकेल परिवत्त [!] 


(00) | आक थे [पी ०0(७) [ ही ७०) 


५८ 77 ७५५०) -2(४४४) ॥॥॥ (६५,.) | ॥॥ (4 ] 
अप | व्यू 


0 


यदि उपयुक्त कोष्टकों के गुणित समाकल पृणंतः तथा समान रूप से अभिसारी हों तो समा- 
कलन के क्रम को बदला जा सकता है। इसके लिये 
0 (१-८/७-+३) >>0 जहाँ / (०७१०) --0(77०), यदि 77 छोटा हो तथा 77--( ४), १7८ (१, ४) 
तथा /(०--/४-5)7>0 जहाँ /#&(५४,, 2) 5-0 (7४), यदि एछ छोटा हो तथा ए-- (0,, 2), 


6५--- ( ०, 7८ ) 





प्रमय-2. यदि 
(3.2) ४(#० 7) तु दा ० हे 
तो ४ (65 शहद 
यदि समाकल पूर्णरूपेण अभिसारी हो । 
प्रमेष-3. यदि 
४४५ न ० के तथा 





(3.4)... 77 छत 7 0,/(8))% . 77 3,७४४) -४(#५ ४) ट्रेन 


>< &(»,, 775 /,, ॥) 
तो 





(35) ४५% णर्श%(€)) छद् (०) [0७ ०४७७ रा कण 2 (४४), 


]2 जी० कें० गोयरू 


यदि |/68, ४)| तया |[&(»,, ४; #,9४)| के हैंकेल परिवतत॑ (विद्यमान हों, /%/#५) >* 0 
(+-+], 2...0)$ ४ #५ 2), +/४) ४, के शैतत फलन हैं. जो &, से स्वतन्त्र हैं तथा (35) का 
समाकल प्र्णरूपेण अभिसारी है। 


उपपत्ति : (3.3) से 
४७००९ 7 %(४0] 5३४ (७७९ - 7 6४) - (0) |, 727 थक /0))7 
% 2 अर कं) "77 (४५) 


(3.4) की सहायता से उपर्युक्त समाकल के दाहिनी और व्यंजक की व्याख्या करने पर हमें (3.5) 
की प्राप्ति होती हैं । 


प्रेय-4. . यदि 8, ४) <+ 2//089) 
तथा 8074 /0%) » मा, 2, 3,..... . , 82- 
तो 
(3-6) 8४% लव 80 नवमी ऐे 


जहाँ पर | रब (,, | १ ७ / न्‍ के हैंकेल परिवत्त विद्यमान हैं । 


अब हम प्रमेय-8 के उपप्रमेय की विवेचना करेंगे। 


दि. $०णेचप0) का 80020, एन्‍टा, % $---० 


तथा | मम ४053 /१) ) (प- 4, ४9 3,. - -/2) "उनकी (/?,) | 
तो 
ह ॥ [(] ॥॒ ः 60 | ॥ ॥, 
3-7 6 - 7 ॥ | >डिफिए- हि !॥१ ॥ « 
3०)... ४७) 7%99)। कदर) 77 7 शरण कण 


यदि प्रयुक्त हैँकेल परिवंर्त अभिसारी हों । 


॥ चरों वाला हैँकेल परिवते ]3 


यदि #--[, तो हम इसके सम्प्रयोग के एक अत्यन्त महत्वपूर्ण फल को प्राप्त करते हैं। यह हैः- 


दि. 8७0) 0) क्या शक) -4/0७७))-३ ७) $ ४७ 
तो क्‍ हर 
(3-8) ४७)-4७0) | 0) -४(० ? # 


यदि |/)| तथा |&(, /)के हैंकेल परिवर्त विद्यमान हों, “:/॥/#))20; ४(/), £/) ये #) के 
शतत फलन हैं और » पर आधारित नहीं है तथा (3:86) का समाकल पूर्णरूपेण अभिसारी है। 


(3*8) की विशिष्ट दशायें:-- 


5) यदि #(#) 5४) ४(/) 5 # 7, (४२२ 
तो [2, 0. 47] द्वारा हम (3-8) से 


8 7 8/89/67 / ४5 ) 7 क्‍ 
(3 9) ? ४“ $(/) जे 93) (»-- )/ (»-+-$) हे 77 0४४ 


2] 7-- 2-- #$ 5). 4४ 
924 १ 00 34, ब् 3. छह 20% ५ 
प्राप्त करेंगे जहाँ #> 0, 2(४-+-३) >>“2( »)>० -:$- 
(४) माना कि ॥(#)5% ४(/) कक) 
तो [2, 70. 58], के द्वारा हम 


अत अमल | श्य 


0 ]]9 (8०-०0 75 
>< (४ 8४ कं आर ब छ |) 42, 0<_४<_ 6८ 
प्राप्त करेंगे । अथवा 


हि है 7 /श 7 (४ शे न॑ ]) ० 
(3.) #%7%(3) है हफककाप फ 


प --2--)/2, ((ढ ० ?#/+4)/2 . ४ 
2 । जज क ५ 2 कर ; ०] >)% ६<_४< ०0 


जहाँ #>0, (७-४4!) > 0३) >०--! 


4: , जी० के० गोयल - 
प).. ॥(/7)5-, (/)5७# ८“, (७--० रखने पर [2, /.50] के द्वारा हमें 


८१-|-४2 -- (है 


9 (जी 026 (#र | 
(3.9). स्कीश ० (७६ | ४70०, ७ (- हुक) 
प्राप्त होता है जहाँ (4) >7, (७) >0, 2(५»--३) >> 0. 


प्रमेय 3 के उपप्रमेय की भाँति ही हम कुछ अन्य उपमेय स्थापित कर सकते हैं। ये हैं:--- 


प्रमेय: यदि ७&( ४) हर द 


है (>) ॥(/))भप्क, (७0 #))४(४) <&(४, /) 
प्रा 7 
तो ् 
(3.3) #(0)0(#)३ | 2६ ४/०१०; 
यदि [£(», /)| के हैंकेल परिवर्त तथा | 7४) | के माइजर परिवते विद्यमान हों। “४४ ४))>-0; ४(/), 


#४(/) ये # के शतत फलन हैं जो » पर आधारित नहीं हैं तथा (3.3) का समाकल पूर्णरूपेण 
अभिसारी है। 


विशिष्ट दकश्ा: माना कि / (2)7570, /(() 55 २ | 


तो [2, 7. 63] के द्वारा 
2 


(3.4) है, |] (; ) %+-7 रा. (9 +-]) क्‍ 7 रे 


हम आम आय 
॥ हो १०, [6 (८ पा (4 )/2 5 /७) 48. 


आओ 
अपृठकपड्ााशएफ्ा-फ्सा 7४5, 


पहाँ />0, 2 (४-3+7)>700)|, 
> 0 
अप “नाक 0 आम 


तथा 800 ७+50)7 #) 2 2७, )... 


! चरों वाला हैंकेल परिवतें [[5 
त्तो 


(3.5) ४४08७) [ ४७, 0/.0) #; 


यदि |£(&, /) | का हैंकेल परिवर्त तथा |/(४/)| का स्टाइल्जे परिवर्त विद्यमान हो । 2५४(४))--0; 
४४(/), ४(/£) ये # के शतत फलन हैं जो & पर आधारित नहीं हैं और (3.5) का समाकल पूर्णरूपेण 
अभिसारी है | ! | 


विशिष्ट दशा : यदि /(४)--/, ;(#४)5--/?५०/% तो [2, [0. 23| के द्वारा 
का 0०१४३ ७ (७)7% शांत (औ-+-४--०-+-[) ऋ < 
प्र 
(3.6). है ६ # ० [हँ (-- ) 7 (&/27+0०7/3-+-- 2) 
ह 0 ॥750 700 (आन जय (०-ा४:्न-4 )/ (औ-+-४--/ -+- 2%&-+-] ) 


_ 8 (॥/2)7 गेजएप9]8) आए (ि(शज-ए--?-+७-+-)%)) 
शानन0. 72 !  ्ड । 2जी7--ै न॑-2४ --2 ) ४ ई(077०-ै-# --2) । है री; ) 62 


जहाँ /0()-+-०) >>0, 2((2--/») <5/2, #>0, [०८४ ४| <#. 
प्रमय : यदि $(/£) पी) 


हथू&(७)० झ[॥ (७) ४७) * ४७, / 
तो द से क्‍ 
3.7). ४७) 8७0) | ४७, 0 /) #, 
जहाँ |[(», /)| का हैंकेल परिवर्ते तथा (/(/)| द का //# परिवरत विद्यमान है। 7४६/(५/))-.0; 


(१), /( 2) ये £ के शतत फलन हैं जो & पर आधारित नहीं हैं और (3.7 ) का समाकल पूर्णरूपेण 
अभिसारी है। 


विशिष्ट दशा : मानाकि # (2) 55१, (|) 5-१५ 3/2 
तो [2, (0. /3| के द्वारा 


(3-8) 
#ीप३3/2 , 3... (* हे शत | (2 ( [--॥/2) /2, -- /४/23 | है, ] क्‍ 
#पआ७४ / 7१ ४०] के क्‍ ई+ ७+०)/2, -/0/2$+(२-०)/2 | ४ ४ * 


जहाँ --$- 22७) <२ (४--/) < 0, #:>0. 


]6 जी० के० गोयल 


प्रमेय : यदि ४0) २70) 
तथा #/१9७)])१०;७७))४७)२ ४९५ ह) 
तो 
(3-9) ४७)$७४)3 [४0७ 0 ०0०५ 


यदि £(», /) का हैंकेल परिवर्तं तथा 7(8) का % परिवर्त विद्यमान हो । “४(/४)॥->०03 ४(/४). ४(/) 

ये # के शतत फलन हैं जो » पर आधारित नहीं हैं तथा (3:9) का समाकल पूर्णरूपेण अभिसारी है। 
विशिष्ट दशा : माना कि #(/) 55/, /(/2) 55४ 

तो [2, 00. 54] द्वारा हमें निम्नलिखित परिणाम मिलता है: 


ग्रज (] -- # 277%7-2 


(3-20, 9 (इैश 9-- ८ का आल आम 8 80) 


4 #) ४४ ४४ -#-8/2 
0 


४ हू 


(५--॥४-+-०)/2, (७-- 0 
का] । 8 -॥८- सा (४ ०)/4 . ज|/00 ८ 


जहाँ 20(--/७-- ०) < 7७) < 4. 


प्रमेष : यदि $(/)%६/) 
तथा | (0067० ०७(७)< & 2, #) 
तो 
552 ५! )ई[ (४४, 7) /(४)4' 


यदि £%£, 6) का हैंकेल परिवर्त तथा /(४) का लेपलास परिवर्त विद्यमान हो । /४४(/):>0; 
4 /), £ /£) ये £ के शतत फलन हैं जो ४ पर आधारित नहीं हैं और (3:2]) का समाकल (पूर्णरूपेण 
अभिसारी है। 

विशिष्ट दशा : माना कि ४/(/)55/, ४/(/) 5 (४7४१ तो [2, 9. 29] द्वारा हम 


/ 
(3.29) जिया तर न | (४४4 (- (2) 7//६ डी (&(2१ |-(2)-7/2 /(%) द»% 


प्राप्त करते हैं जहाँ ९( (७-०) >>0, #>0. 


४ चरों वाला हैंकेल परिवत्त द 7 


4. इन अनुभाग में हम (3.6) द्वारा अथवा समाकलन के चिन्ह के अन्तर्गत उत्तरोत्तर समाकलन 
द्वारा दो चरों वाली कतिपय न्यष्टियों के प्रतिबिम्ब प्राप्त करेंगे । इस विधि को दो प्रतिबिम्बों की प्राप्ति 
द्वारा प्रदर्शित किया गया है और फिर इसी विधि से शेष प्रतिबिम्बों को प्राप्त करके सारणीबद्ध कर दिया 
गया है। 


उदाहरण 4. माना कि ७, 9) ८5 (29) 7/8 ६4०७ 
तो (3.6) द्वारा 


४४0, 948 |, | (/07/%)7१9, 6) -3,(%) (७):06*० ६४% 
च्यब५ 00779, %>7//| फशे॥३॥(कक४ाव ८०० क] % 
अब [2, 0. 28] द्वारा -समाकल ज्ञात करने पर 


नह ढ- | (40)/79, 49) /-+#'४0):7 


><(((#-+-#४67)7/-.3)"]७ 
[2, 0. 26] के प्रयोग करने पर यह 


(4., के ः कम बे /-/४2 (52) / (५-..४)/2 (52) 


में परिणत हो जाता है जहाँ (:>0, /१( #/) :>0, 72०) >>--, 20 ७७) < 3/2, 7) >0. 





उदाहरण 2. माना कि /(<, 9)55४१”7/-5/४४ 77%, $ (८००)7४ ,, 8 (८७) 
तो । 
$( ४, 4) गा] | (22) 772 4 9)77 9, /5) 2, 49) ४7/77/5297 % ॥ (०69) 

4, 8 (०००) ८४५, 
तय | 0)7%, 9 | | #०/फंफ्रशशऊओश 
>८%, ५(०७)॥7 ५ ५(०७) #| %) 


अब [2, [0. 860 | की सहायता से &-समाकल का मान ज्ञात करने पर 
6-/-+ 72074//-7/2 


् व व पक || (4)) १7, 49)? 
6. (4 


44. !ः ह/ 


“7४, ड्र् ०-/?; 3 (४ ) ६) 
] लत 0 हे 2५ ] “2-7, [ गी#7/) 





प्राप्त होता है । 
3276 
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[2 9. 9]] का प्रयोग करने पर 
9०-#-*/३८६-7%-२॥//7/2(४-९ 48 


० लिन व 46% |॥# ;-०--/, 3//77 ०, 27/॥४५ 
(4.2) तु 79/(७० नया ) 7-7 64 (५ ] 
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भाभारी है । 
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सावीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के समाकल सम्बन्ध 


मणिलाल शाह 
गणित विभाग, पी० एम० बी० जी० कालेज, इंदौर 


[प्राप्त--अक्टूबर 4, 967] 


सारांद 


एक सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के समाकल सम्बन्धों को बहुपदी की परिभाषा निम्नांकित 
प्रकार से करते हुये प्रस्तुत किया गया है :-- 


फ -)7 “(09,--४), ८., 4५. ..८ 
कर | 76 हक /““| 
५ “४ -“-४न-] --#॥#-+-0--] 
जहाँ “५ (9, --४) से हर ह्वा « न 


प्राचलों की अभिव्यक्ति की गई है और 0,% धन पूर्णसंख्याएँ हैं। विशिष्ट दशाओं पर भी विचार किया 
गया है। 
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. यहाँ हम एक सार्वीक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदी के कतिपय समाकल सम्बन्ध देंगे । बहुपदी 
एक सार्वीक्ृत रूप में है जिससे यथेष्ट प्राचलों के चुनाव द्वारा कई ज्ञात तथा अज्ञात परिणाम प्राप्त होते हैं । 


सुगमता एवं संक्षेपण की दृष्टि से हम निम्नांकित संकेत का उपयोग करेंगे :-- 
५ फ | 50 [ ) 
के 2 [ ) 2 
? 2) ० 722३ ४-0 (8५) 


फलतः (५८५), की ४ (4,), रूप में तथा इसी प्रकार (6,), के लिये माना जावेगा । 





हमने सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदी [ (6), ८६४७. (2.4) | को निम्न रूप में पारिभाषित 
किया है : 


"० [१७-०८] 
जहाँ ७ (0, --»४) द्वारा 6-प्राचल क्र सु 3 **०*»० ज 


प्रदर्शित हैं और 9, ४ धन पूर्ण संख्यायें है । 


2. इस अनुभाग में हम सार्वक्रित हाइपरज्यामितीय बहुपदी के समाकल सम्बन्धों को अंकित 
करेंगे : 
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(2.2) की विशिष्ट दशायें ;--- 
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४. से गणा करन पर 
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_ / (683) मल 0. कि 5) (८३ ,..., ८ 
हक ( 6 69 |] < ह ) कर [ 9. /*८2) 3 
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सार्वीकृत सिस्टर सेलीन की बहुपदी [(6), ८(६०- (2.2)] है जो एक ज्ञात परिणाम [(), 0. 80, 
८0०. (8)] में ०5--/१८-० तथा |८5८८॥. होने पर परिणत हो जाती है । 


(॥ (2.3) में #/--(८८3, 4५८६, 4३-5४, 0875 तथा /४--7 रखने पर हमें एक ज्ञात 
परिणाम [ (2), 0. 57, ८१०७. (2.4) | प्राप्त होता है जो ७--|35--0 पर पुनः एक ज्ञात परिणाम 
[(5),9.09, ८९४. (.2) | में परिणत हो जाता है। 

(2.! ) की विशिष्ट दशा :--- 
05 2 हज 2 7“ [, दं55 2, 6|57-१%-- |, 84 5-१ 825 ]--/8--#%, ित्त्ा 


रखने पर तथा दोनों ओर (7 से गुणा करने पर हमें 
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ली बी | 3 3५ मी #-/8-+ ( | य क्‍ 
(2.£) 3, १; ४, ४-8) /' | ्ड 45 


ब्थगिटप; वाट]रट 2४७) >7७(७)>०० 
प्राप्त होगा जहाँ 0, (3, १; ४) बेडीप्ट का बहुपदी [ (4), 0. 297, ०५०. () | है। अब (2.) को 
और. आगे सार्वीक्तत करते हुये सार्वीक्षत बहुपदी को हम इस प्रकार लिखेंगे : 
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जो 0-6८ ८६], व.वतत 8 न के वही न |; शक कम | ०, 4% 0% होने पर एक ज्ञात परिणाम 
[(3), 9. !6, ८६. (7.3.2)] में परिणत हो जाता है यदि /65/६-४, --७ 2, तथा ॥४८-#- ४, 
हा 


, (_ और दोनों ओर +-- से गुणा कर दिया जावे । 


(2.) (2.2), (2.9) तथा (2.4) में <+ न-7३ रखने पर तथा (2.3) में पल नूत पू* 
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3) 0 5 [००2 ॥«] 
3**०9 “धर 
5 78.) प [82-74 (०१) (63, - 222 ५ 
/ (६9) (08-4५) ० (।-/) 28 (५ ३04 [) 
7७(8,) >>70(०५) >>0 


यह एक ज्ञात परिणाम [(2), 9. 58, ८१०. (3.) | है जो 554८-०3, 4975६, 48775 
8, --[१, |४-+] पर मिलता है और ०८८८० होने पर इसके आगे एक ज्ञात परिंगाम | (3), 
०-0, ८१४. (.6) | में परिणत हो जाता है। 


हक (27%) 7 (9 (8) ऐँ की 
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२८ (.) > 76 (8) > 0. 


(2.0). ४१-0९ हि अल हि 6५; [८४ | 


7. 42-77. ९ ६7 


-«०-० ही कल 2-५ तक्द ता  द्क- पा यद्वा 
न। [/ (6) / (0/-7० है 0 करे 0, | 3 (| -779) -, 
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कर | ता 27 7 मम मम ० जम 2.०0... 4४ 
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अब 0-८८ ८८ [४ क । 6.३ 5४ -+ ० नि पं! 8. 377 77० 4[तत 0७ अहि। (बर्तन ४५ 
# तथा #८नपी , 4 तथा (2.0) में दोनों आर - ै ४. से गणा करने पर हमें एक 


ज्ञात परिणाम [(3), 9, !6, ८१४. (7.3.3 )] प्राप्त होता है। 





3. इस अनुभाग में हम सार्वीक्षत बहुपदी के समाकल अंकनों की विवेचनां भि्च रूप में प्रस्तुत 
करेंगे : 
* का फ् ८ (8,--29), ०; (४४ 
(8, ]7 जज कक 4 | ' ॥ ?7? 2 | 
20(0-4)7 50 (6 --%# * ८ 
पु -+ट 4 मा ्जु ) ८2; पी । (2०८ | ्र्् 


कक) 43 धर 
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(3.2). ४४707 कभी जी हा ; /*“| 


(06--5)7: /१०० कि 
जल का | ८८ 24477 के पे | ८3 (0, /2) 3 ८१५ 43, +**५ ५, हे /४*८| थे? 
रा (८५) ५ | 9, 03 ***) 0५ 


0०(4५) >> 0. 
(3.2) की विशिष्ट दशायें : 


05-८८ मै, ८३55४--०--/१--, 0,5८८ --०, ४५55४ मानने पर तथा दोनों ओर 





५ न ै ४, से गुणा करने पर 
(०१ 8)/6५, ..., | -६ >42-] /#(77 8) (43, -*-३ 4+ ] 
| , (५ कि 8087 | रण (५३ 5 


र्‌ ( ( ९2) ) हट 0 9 


जो ०८६|5८0, 4950३ $ तथा ७5२] होने पर एक ज्ञात परिणाम [(4), 9. ७0, ०वुए. 
(]7)] में परिणत हो जाता है। 


() (3.3) में #/८ 45 3, & ८८६, 4855३, 0375 तथा (557 रखने पर हमें एक ज्ञात 
परिणाम [(2), 0. 7:8, ०१० (3.3) | प्राप्त होगा । 


(3-4) को विद्विष्ट दशा: 
0-८, ८व२--0, #+], 455९ रत-१- तत३, 0०६---४, /««- 


कर गे 2 कक, 
रखने पर तथा दोनों ओर दल से गुणा करने पर 


8 0, 3। 8 ) ०० 
3 कर 4. | है ५ १ 2५५०३००७४६० ( #) ॥ | हा | | ८ /थ2२ ् #५ “2 शी # 


७(2, ४) | ७ प्र प 
श्री हि | -. 8--#* 90 “४4 | 4८2, /४(०५):०:-४२०(ह॥ ०.0. 


परिणाम (3.) को और भी व्यापक बनाकर सार्वेक्षित बहुपदी को निम्न रूप में लिख सकते हैं: 
७3 #०अ-क[ कि 70४] 


27(9-7)7० ०,-] ०3 -7 
कर यो -- 2 ॥ ५ 


की 


/४ (0०, --७]. 6... ... 
><५-#» | (0, -2)३ ध्कातः 


। द 
हि डा पं 22 5०] ८29 ५228 ८ 4८,4८५ ००५ ८ | 
५ 


402(6,) > 0, /5>, 2, ,../ 


सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के समाकल सम्बन्ध [27 


(3.6) 2 विज 8१: /*| 
&(०-7) ४ __ 57 ्््ि | 
- | | ७ शफतकक-नोफर गो आग, शशशा 
8 4 (9 
0 


क्‍ 2४ (५) >> 0, ९४५) >> 0, /-- ], ? | 
4. इस अनुभाग में सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदी के कंट्र समाकल सम्बन्ध दिये जावेंगे 








[8] . (०-7)7४ | ( 2, /2) ा “| 
। ५ 
2/(0-4)7 [7 /॥ )([ -- 42--23) _, पदक] 
४ छा / 9 98 
फ ८“ (0,--४) , 6, , ८३, « *०५५ , [८४ 
आम] 8, , 8५, 8५, हि 5५ छः | 
[8 4 0, मा ) ] & 0 
(4-2) &(0-व) ५ को १४ है; 5 | 
327(9-3)7 77(6 )77(] रा क ८५) ] । हे ) हर 
हक (03-72) 47 
पर “७ (0, --४), 4., ८., ....... | [--८) ४९ 
2५ $-+8< व-त | ' ) 3. गे ८2० ध् / | 


क्रमशः ६४ (८५) ->0, तथा 0४(03) >20४(०५) >0 पर निर्भर है। /. कोई ऐसा कंटर है जो अनन्त 
पर प्रारम्भ होकर समाप्त होता है और सरल रेखा में विरूपित किया जा सकता है जिससे ३---7०० तथा 
अर777०00 को £5-0 तथा £८-] बिन्दुओं से बिना गये ही संयुक्त कर दे । हम एक अन्य समाकल 
की प्राप्ति // को वास्तविक अक्षि में ८>---] से &55--०० या --०० से 0 तक आगे जाता हुआ 
कर सकते हैं । 

(4.) तथा (4.2) की विशिष्ट दश्षायें:--- 

0--४८उ-7, ८5-०४ --०+--/-+-7, #८-।“-०, 8,5०३ मानने पर तथा दोनों ओर 
(--८) द 





४, से गुणा करने पर हमें क्रमश 


(८, (3) ५0, <---. ८ ह ) _ (0३ ] 69-१3) है न न 9..-.८ --] 
(4.3) / (पर एड ४ न फल कद वगा-लशोशिड 


(०,७) /65, ...., ८ ५ 
रो ( ४ # ध्ट) 4८, (८(4५) >> 0. 


श्र 9 ००००५ थ्‌ ४ 


28 द मणिलाल शाह 


(५.4) / | रा /») 


हि 


07० ॥ | ट0त-दका ही (००, "री: ४०) 4 
का “ (087 ०५) न । ह। हु 043 9 हे ः ] हर 


0१८ (83) >>९०(५५) >> 0. 
प्राप्त होंगे। अब (4.3) तथा (4.4) में #--५5१3, 4५5२६, 4५75४, 83 75), रखने पर हमें 


5 





; 8 न रे जे हज 
(4.3 ्य (६, [४ ) पट 8 ॥| १ स्जल के 
०-29) 2 

_ए८/६)>०0, 


प्राप्त होगा जो ०-+|१-८0 तथा ४5] होने पर ज्ञात परिणाम [(5), ,0-709, 6१४. (१.3)| में 
परिणत हो जावेगा । 

आओ 2 202(76) 7? ॥ ला लक 
(0 जा निज आह आज 
278 7 
7, [ जा, ( हा £“] धट 


7० (#):>२० (६) :» 0. 

यह एक ज्ञात परिणाम [ ( 3 ) न ]) रच ()0 ३५ ((१) ( ]. 4 ) | है जो 0,::० 0 ४०८: () तथा' ्श््् ] 

पर प्राप्त होता है। 
कृतज्ञता-ज्ञापन 

इस शोधपत्र की तैयारी में जी० एस० टेकनिकल इंस्टीच्यूट के डा० वी० एम० भिसे ने लेखक की 

सहायता की है जिसके लिये वह उनका कततज्ञ है । 
निर्देश 
]. फासेनमेयर, सिस्टर एम० सेलीन। बुले० अमे० संय० सोसा०, 047, 35, 806-82. 


9. खंडकर, पी० आर० । प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया), !904, 348, 

3. वही । पी-एच० डी० थीसिस, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जन, 
क्‍ ]964. 

4. रेनविके, ई० डी० । 900098 'प८0075, न्यूयाके, 060, 

5. राइस, एस० ओ० । डक मेंथ० जन ०, 940, 6, 08-9 


5. शाह, मणिलाल | प्रोसी० नेश० एंके० साइंस (इंडिया), 067, 37(0) . 


४व][7373 ?9748]॥9 6 
27प783770 ]] 979 2967|7 2 
विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका 














४०. [| /५॥५ 4968 (४५०. 3 











[ [॥6 रि४5९३/८ ॥09७/॥3| ० ६॥6 |+7१०॥ 5८९॥८८ /0०३०९७॥॥५ ] 


उकनलमलहममसकाका ("434५ 


विज्ञान परिषद्‌ अनसंधान पत्रिका 


भाग ॥] द जुलाई 968 संख्या 


विषय-सूची 


बेसेल परिवर्त सम्बन्धी कुछ प्रसेय 


मृदा-निलम्बन में नाइट्राइड श्राक्सीकरण पर 
कार्बनिक पदार्थों का प्रभात 


ग्रम्लीय. माध्यम में श्रायोडाइड श्रायन' तथा 
हेक्सासायनोफेरेट (77]) के सध्य अभिक्रिया 
की समसंघटन सक्रियण ऊर्जा 


गलिका विरचनार्थ एक कार्बनिक बंधक तथा 
भारतोय लोह श्रयस्कों में लोह का सान्रात्मक 
विश्लेषश द 


व्हिटकर तथा बेसेल फलनों वाले समाकल 


पेलेंडियम (77) डाईसेथिल एमीनोईथेन थायोल 


संकीरण का चुम्बकीय' एवं स्पेक्ट्रमीय' श्रध्ययन * 


सेलिसिलिडीन ऐंथू निलक श्रस्ल के धातु 
संकोरों 


माइजर के ७ फलन सम्बन्धी कुछ प्रसार सत्र 


के० एस० सेवरिया 


सन्त प्रसाद टंडन तथा मनभोहन मिश्र 


बाल क्रृष्ण तथा हरिशंकर सिंह 
सत्येन्द्र बाथ गुप्त तथा धर्मेन्द्र नाथ विश्नोई 


एच० बी० मल्‍्लू 


प्रकाश चन्द्र जन, हीरालाल निगम एवं 
सुभाष चन्द्र सिन्हा 


प्रार० के० मेहता, एस० पी० राव तथा 
श्रार० सी० कपूर 


एस० डी० बाजपेयी 


है है। 


[29 


02 


48 


4.0) 


0] 


07 


7/ 


४[793॥3 ?875॥9 ० /॥0597093॥ ?8६+[[८9 
४०. |[, ४०. 3, |७॥/ 968, 7०8०5 |29-36 


बेसेल परिवर्त सम्बन्धी कुछ प्रमेय 


के० एस० सेवरिया 
गणित विभाग, गवरनंमेंट कालेज, अजमेर 


[प्राप्त--अक्टूबर 8, 967] 
क्‍ सारांश 
इस शोधपत्र का उद्द श्य बेसेल परिवर्त सम्बन्धी प्रमेयों को सिद्ध करना हैं तथा इन प्रमेयों को 
व्यवहृत करते हुये एपेल' फलन #”६ तथा माइजर ७ फलन के गुणनफल सम्बन्धी समाकलों का मान ज्ञात 
करना है। 


3.095६79.0( 


50776 (९०#९7७5 09 82556] ए#बघड07%75.. 2) 76. 8, 586एक79, 2९09०/४77670 0 
32072०02 0८8, (>0ए7०707४76700 (५0582, 2]7य८०- 


36 60]6९०४ 006 9765670 9०067 75 ६0 [97076 ४0776 एं20-ठग5 ०00 6556] (&705४077%75 
बाद एफ धार गएाल्बणठगा 6 पाठ एी6065ऋा5 श6 ०8०० €ए०पा८वं 470687205 4090]ए78 
770०4प८8 ० 397०8 प्राट007 ५ ग्ण्व 34६] (-फिटाठ7., 


॥ ; वषय प्रवेश--फलन 2४) के माइजर परिवर्त, हैंकेल परिवर्त, »-परिवर्त तथा 77-परिवर्त 
को क्रमशः निम्नांकित प्रकार से पारिभाषित किया गया हैं :-- 


४५७) 57 ही, क00% 7 धो 
8905% || (077 "णफिक, (7.2) 
इक एक फफिक पड 
तथा . #&05%[ एगामकरफगािक (.4) 


शरि 


30 के० एस ० सेवरिया 
और इन्हें संकेतकि रूप में क्रमश 
४७070), #७)< 70), 20%) २70) तथा 8७) “ 
द्वारा व्यक्त किया गया है। 
2. प्रमय !. 


74 | 
यदि //(/) जे (///. तथा $(४) <६ /० हक 268 


]-३7, वजह”. 
(20--2)+-- )/4., (२० 2४५-)/4) (/(४) थे! (2.]) 





तो ्‌ं (/) 5 ही | ० हि । * ([ 


यदि समाकल अभिसारी हो तथा /#) का माइजर परिवर्त तथा | ४?72/१/() | का हैंकेल परिवर्त 
विद्यमान हों तथा />0 


 उपपत्ति--.. ., ". ४(6) (०.६१) 
तथा [2, 0. 49] 


[-बू”, --47 ) 
(2०-22-|-)/4 (2०--2)- )/4 


,--ं 





(7 (११ 
7०6५ ( 


3 (7० ([ 


'.. पृ क्र!220 








4 | ४ 


5४00), “(-:१+-है--०) 0, 70५७) >.0, ८.0 
इन सम्बन्धों में माइजर परिवर्त के लिये पार्सवाल' गोल्डस्टीन प्रमेय में प्रयुक्त करने पर तथा यदि 
ही ४७)“ 0) तथा #/9)580) 
तोः ' ) [ (8) /060)#77 ६(/८ । २४ (४) 808) #7 दा. [अब ) 
श्र हमें ; 
| 7+(७/ए ॥#०कह्2्ग व 


.. रु ]++]7 कप 
(2०-20 - )/4, (2०--०) । )/4) ५/(४) ८/ 





कप 
डे 0 22 । १2८ 


बेसेल परिवत पसम्बंन्धी कछ प्रमेय !3] 


प्राप्त होगा । श्रब ८ को # द्वारा प्रतिस्थापित करके तथा (.2) सम्बन्ध का उपयोग करने पर हमें (2.3 
की प्राप्ति होगी । 


१5-८8 रखने पर प्रमेय का स्वरूप निम्नांकित प्रकार: होगा है 
उपप्रभेय 4. यदि . ४(/) 9४) तथा ४५) 2 


दम मी, 
+4० 4447)/0 ० 





हे... ऑहलकरंपकमकरी 4०२ 


यदि समाकल अभिसारी हो तथा |/(6) | का लैयलास' परिवर्त एवं |[४” 7 /() | का हैंकेल' परिवर्त 
विद्यमान हो तथा #>0: 


उदाहरण ३3. [7] को लेने पर यदि 


00)5४7१” 7, (०) 25 (») 


की! प2#+0+9 -व्यब 70 ०) 7(-+-0) 


लक पा 
(+27 72, पट; ]+09 कक का ) हज 


>८ 7५ श्र 


(५), 70) 0, ४०0, 80, उत/-+-४+0+ते) >0 
तब हमें [] प्राप्त होगा । 


(०-3/2 7३6) लह0+[+8 ० (८६) क्‍ है, (रा ) 


9 9९70+०+/73/९ |] -- ०)/ (--9)/ (//4- (/+#09+7०+-/-०)/2) 


2? +98-श्न-० कं 3 2+0-न-7४-०--: 3 
>८7५ ।क्‍ ठ ४ का: 4 एए 4-४, 7-0 2 8४ 


न (१), 0० --0+४-+-०र्न-7) >> ह५ द (० 0 :<4, 6, 8, 870, तथा ४ 7>८ 4- ४ 


[!99 के० एस० सेवरिया 


प्रमेय. () का. व्यवहार करने पर 


[ ल्ज [ --$7 ) 
(2० + 20--)/4, (2०--2)-।- ) /4 





| [2/2--7-०-० (2३) (( 
0 रा 
2] - 0 0० 
के (३४ /0 5 ४ 6050-२०) | हक / )७ 
[! | (8२ ०-+०-+7_3 /+9+7?--०+४_3 8 ) 
हे [ 2 | 2 4. लि: आओ [--/५ [ नी% कप 
2/7+0+०+-१/श7" (२ - 2-० न नि अ ) शि्ि ? 272) न्‍ ८-- ० जल 0 | 


यदि /2४--/+०-०-+०)-०७/2, ७ 8, 070. (2.4) 
दे थी. 
3. प्रमेय 2, यदि ४/(/४) 5) तथा $(/)7: /० »५ /४) 
तो $ (0) 5 _ह27/7/ | 250 
64 | “5४४७ ९ | औ/४, की १॥ | 2 
न )/4, (27 - 2) |- हा 3 4 ०2 





(९१ 
26 ०३8 (: --१3/0, (20 


यदि समाकल अ्रभिसारी हो तथा (४) | का माइजर परिवर्त तथा [/?“१/१| का >-परिवर्त विद्यमान 


हो तथा #/7० 


हे 
उपपत्ति-- *. ॥/(/१) ही ! 
तथा [2, 7. ४9] 
मन [--$/०५५ श्र 
87-35, (2०--20--)/4, (2०-- 22-|-) /4 


+ आता है ) 
या 3४, 7॥2, ना फुना 3! 





६7९७ 33/ ( 


2 ॥ (१० ८7११ | 
नक्ताः /89० 70 4 





[24४ १० । 
न पाइठु0 * ४ (८?) 


२4(१), “(-टगैनब्र70/0, “(४)>0, ००० 


बेसेल परिवर्त सम्बन्धी कुछ प्रमेय 39 
(2.2) में इन सम्बन्धों उपयोग करने पर 


कि 8०-79", (७) /(0) & 


०0 हैं4 
ब|वा 49० [िफ्जता (204 थी 
नल ह है 89 (८3 





!-8/0 * 775/४, 7 ३४ ु 
8.4. (2०-20 +-)/4, (2० - 20+- [)|4) ४(४) ८॥ 


प्राप्त होगा । भ्रब ४ को / द्वारा प्रतिस्थापित करके तथा (!.3) सम्बन्ध का उपयोग करते हुये हमें 
(2.3) की प्राप्ति होगी । | 


१०-5३ रखने पर प्रमेय का रूप निम्नांकित प्रकार होगा : 
उपप्रमेय 2. ह 
# + 
यदि #(#) ज्यीं४०) तथा $(/) हऋ|४?7 /४) 
(८ 
सवा दि 0+-2/2 »3/2 है 0--3/५& 02 75 4--3/४, 4 -35/, ४73० , 
3 कक बह | ट्क नह ई गई, $ 752 ४७) ४ क्‍ 


यदि समाकल अभिसारी हो तथा |/(४)| का लेपलास परिवर्त एवं [#-? /(४)| का »परिवर्त विद्यमान 
हो तथा #:>0: 
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१-८ रखने पर प्रमेय का रूंप निम्नांकित हो जाता है: 
४ 258 
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मृदा-निलम्बन में नाइट्राइट आक्सीकरण पर 
कार्बनिक पदार्थों का प्रभाव 


सन्त प्रसाद टंडन तथा मनमोहन मिश्र 
रसायन विभाग, इलाहाबाद जिद विद्यालय, इलाहाबाद 
[ प्रात--मई 6, !967 | 
साराश 


नाइट्रो बंक्टर एजिलिस द्वारा गमरदा-निलम्बन में नाइट्राइट के आक्सीकरण पर ग्लुकोस, लेक्टोस, 
मनिटॉल तथा साबिटाल के प्रभाव का अध्ययन किया गया । यह देखा गया कि नाइट्रोबेक्टर नाइट्राइट 
श्राकसीकरण की गति को ग्लुकोस तथा लक्टोस की उपयुक्त मात्रा पर वर्धित करते हैं किन्तु वे स्वयं 
इनका उपभोग नहीं करते । मंनिटाल तथा साबिठाल का भी प्रभाव ऐसा ही होता है किन्तु यदि नाइट्रो- 
बवटर को नाइट्राइट की श्रन॒पस्थिति में इन ऐल्कोहलों के सम्पर्क में रखा जाता है तो वे सक्रियित हो 
उठते हैं । 


375४2 ८ 
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नाइट्रीकरण पर कार्बनिक पदार्थों के प्रभाव का अध्ययन श्रनेक कार्यकर्ताश्रों द्वारा किया गया 

हैं किन्तु केवल संश्लिष्ट द्वव माध्यम में नाइट्रीकारक जीवाण मिट्टी में बहुतायत से पाये जाते हैं । मिट्टी 
की संरचना अत्यन्त जटिल है श्रतः यह सोचना युक्तियुक्त होगा कि मिट्टी युक्त माध्यम में नाइट्रीकरण 
प्र कार्बनिक पदार्थों का प्रभाव कुछ भिन्‍न हो । हमने मृदा-निलम्बन में नाइट्रोबक्टर एजिलिस द्वारा 
नाइट्राइट आक्सीकरण पर काबंनिक पदार्थों के प्रभाव कां विस्तार से अध्ययन किया है। कार्बनिक 

रे 2 


]38 सन्त प्रसाद टंडन' तथा मनमोहन मिश्र 


पदार्थों में दो शर्क राश्जों--ग्लुकोस तथां लेक्टोस' एवं दो ऐल्कोहलॉ->मेनिटाल तथा साबिटाल का प्रयोग 
किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


निम्नांकित विलयन तेयार किये गये :--विलथन क-- प्रति मिलीलीटर ! मिलीग्राम नाइटोजन 
वाला सोडियम नाइटाइट का निर्बीजित विलयन' । 


विस्तृत श्रध्ययन के लिये ग्यारह 250 मिली० वाले फ्लास्कों के सोलह सेट (समुच्चय) लिये' 
गये। प्रत्येक फ्लास्क में 30 ग्राम मिट्टी, 0:03 ग्राम ४०५४०; तथा 50 मिली० आसुत जल लिया गया 
ये मात्रायें पहले से प्रयोगों द्वारा निर्धारित की जा चुकी थीं। समस्त फ्लास्कों को वंद्यत श्रॉटोक्लेब में 5 
मिनट तक 35 पौंड दाब पर निर्बीजित किया गया । ठण्डा करने के पश्चात्‌ प्रत्येक सेट के 0 फ्लास्कों 
में क्रशः 5, 0, 20, 35, 50, 75, 00, 200, 500, तथा 000 मिग्रा० ग्लुकोस, लेक्टोस, मेनिटाल 
प्रथवा साबिटाल डाल दिया. गया । ग्यारहवें फ्लास्क में ग्लुकोस श्रथवा लक्टोस' श्रादि नहीं मिलाया 
गया । ््््््ः क्‍ 

अब प्रत्येक फ्लास्क में विलयन-क का 0.2 मिली० मिलाया गया और नाइट्रोबक्टर एजिलिस 
के विशुद्ध संबर्ध में से प्रत्येक में 0.॥ मिली० इनाकुलम' डाल दिया गया । फिर फ्लास्कों को उदभवन 
(07८प००४०7॥) के लिये' रख दिया' गया । 

विभिन्‍न सेटों में से 3 को नाइट्राइट की मात्रा निश्चत करने, श्रन्य 5 को नाइट्राइट तथा 

नाइट्रंट की मात्रा ज्ञात करने श्रौर शेष 6 को कार्बनिक पदार्थों की मात्रा ज्ञात करने के लिये प्रयुक्त 
किया गया । ये निशचयन 486, 96, 68, तथा 240 घंटों के पश्चात्‌ किये गये। प्रारम्भ में भी 
कार्बनिक पदार्थों का निश्चयन किया गया । । 

नाइट्राइट की भ्नुपस्थिति में नाइट्रोबेक्टर एजिलिसः पर कार्बनिक पदार्थों का प्रभाव ज्ञात करने 
की दृष्टि से बिना नाइट्राइट के उपर्यक्त प्रकार के पाँच सेटों की योजना की गई। 48, 96, 68 
240 तथा 360 घंटों के पश्चात्‌ विलयन में कार्बनिक पदार्थों की मात्रार्ें ज्ञात की गई और इस बार 
| मिली० इनाकूरूम को ऐसे फ्लास्कों में प्रविष्ट किया गया जिनमें कार्बनिक पदार्थ नहीं था | फिर 72 
घंटों के बाद फ्लास्कों में नाइट्राइट की मात्रा ज्ञात की गई । 

नाइट्राइट का निरचयन ग्रीस-इलोसोवे विधि” द्वार, नाइट्राइट तथा नाइट्रेट का निशुचयन ब सीन 
विधि“ द्वारा तथ। ग्लुकोस का निश्चयन आयडोमिति द्वारा किया गया कि 

प्रयुक्त मिट्टी की प्रतिशत रासायनिक संरचना निम्न प्रकार थी : 

870, 84-25 प्रतिशत, 7९,0, 8-6 प्रतिशत, ?,0, 0-056 प्रतिशत, (४0 0-47 प्रतिशत, 
(7 0:04 प्रतिशत, कार्बत 092, पूर्ण नाइट्रोजजन 0.098 प्रतिशत, अमोनियकीय नाइट्रोजन 
0:00348 प्रतिशत, नाइट्राइट नाइट्रोजन 0:000236 प्रतिशत, तथा नाइटरेट नाइट्रोजन 0:00495 
प्रतिशत। | हे 


परिणाम तंथा विवेचना 
प्राप्त परिणाम सारणी -4 में भ्रंकित हैं।...... 











मृदा-निलम्बन में नाइट्राइट आक्सीकरण पर कार्बनिक पदार्थों का प्रभाव - ]99 
सारणी ! नाइट्राइट के आक्सीकरण पर ग्लुकोस का प्रभाव 
; नाइट्राइट नाइट्रोजन की अवशिष्ट मात्रा (मिग्रा०) 
ग्लुकोस की प्रयुक्त समय, घंटों में | 
मात्रा. (मिग्रा०) - 
48 96 68 240 360 
_नियन्त्रित प्रयोग. 0.68850. 0.078408... 0.0]7424 
5.00 0.65350...._ 0.069696 द ग 
0.00 0.57900.... 0.059895 हु 
20.00 0.488830.... 0.049368 
35.00 0.32495. 0.03280 
50.00 0.]25235 
75.00 0.]07]5 
. 00.00 0.07085 
..._ 200.00 0.076230 कक 
... 500.00 0.34900.... 0.05576 5 
| 7000.00 0.]48880... 0.087846... 0.023684 ह 
सारणी 2 ग्लुकोस के सम्पर्फ में रखे बेक्टीरियम द्वारा नाइट्रोइट का आक्सीकररण 
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स्लुकोस की मात्रा 72 घंटों के पश्चात्‌ नाइट्राइट नाइट्रोजन की अ्रवशिष्ट मात्रा (मिग्रा०) 





+--+-. +0५9-+.हनक द्रव तनमन» +र०+॥3५७»>बनक 


जिसके सम्पर्क में 
बेक्टीरियम रहा 


(मिग्रा०; 48 96 68 . 240 ....860 
नियन्त्रित प्रयोग... 0.0698955. 0.085305. 0.096795. 0.]74400.. 0.4570 
'. .../ 5.00 0.068888. 0.03455. 0.25285 . 0,32495 * 0.45200 
- ]0.00. 0.070070. 0.8338 . . 0.34300 - 0.4]570 .. 0.48830 
20.00 0.087/5905. 0.25235 : - 0.750654 - . 4.757900 .-. 0.7060 
35.00 0.09506.. 0.89249. 0.757905 .. 0.200000 .. :0.200000 
50.00 . 0.4400 - 0.48830 :: . 0.66980  0.200000 ... 0.200000 
5.00 . / . 0.25285 5 0.67434 -- 0.74240. - 0.200000._0.200000 
१00.00 * _* 0.92495 - 0.200000---“ 0.200000 ... 0.200000. . - 0.200000 
>900.00 * + 0.37900- 5 0.200000 - *“ 0.200000. --- 0.200000.. . 0.200000 
500.00 / “ 0.56090:-- “ 0.200009 < 0.200000. -« 0.200000 - ... 0.200000 
000.00 0.200000 --. 0.200000 . .. 0.200000 -:. 0.200000.... 0.200000 





स्लुकोस के सम्पर्क में बक्टीरियम के रहने की. अवधि (घंटों में. | 
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सारणी 3 नाइंट्राइट के श्राक्सीकरण पर मेनिटाल का प्रभाव 
द नाइट्राइट नाइट्रोजत की अ्वशिष्ट मात्रा (मिग्रा० ) 
मनिटाल की प्रयुक्त समय, घंटों में 
सात्रा [मिग्रा ० ] है पल कमर लीन कक मनिकीलि कप 2 मम कमल जम ली अर कक लक मल 2 व मिड कक तक फल 5 
48 96 68 240 360 
नियन्त्रित प्रयोग. _ 0.68795. 0.078408. 0.00479 
5.00... 0.752460. 0.064620 
0.00 0.48890: *. 0.03950 
20.00 0.45200 *. 0.07424 
35.00 0.37658. 0.0760 
50.00 0.!262985... 0.006584 
75.00 0.24885.... 0.002904 
00.00 0.20400 
200.00 0.00200 
500.00 0.0744]5 
000.00 0.052998 मी 
... 2000.00 0.48830..... 0,060984 5३ ही 
5000.00 0.92890 0.88760 0.85730. 0.8590 0.8580 
मनिटाल के सम्पर्क में रखे बक्टीरियम द्वारा नाइट्राइट का भ्राक्सीक रण 


सारणी 4 





72 घंटों के पश्चात्‌ नाइट्राइट नाइट्रोजन की श्रवशिष्ट मात्रा [मिग्रा०] 





. मेनिठाल की मात्रा मनीटाल के सम्पर्क में बंक्टीरियम के रहने की श्रवधि 

















जिसके सम्पक में बक्टी- _.हाह॥हई.ईत0ततहतहतत...... न महा लक कि 
रियम रहा [मिग्रा०ण] 48 96 .. 68 240 360 

नियन्त्रित प्रयोग 0.07445 0.09695 0.25295 0.45200) 0.766480 
5.00 0.076950 0.02366 0. 4570 0.56700 0.77870 
0.00 0.082750 0.]4345 0,]324095 0.77870 0.200000 
20.00 0.09506. 0.879700 0.]72425 0.200000 0.200000 
95.00 0.079 395 0.2 5295 0.]57900 0.]8500 0.200000 
50.00 0.0735 49 0.089 338 0.]07085 0.25235  0.32500 
75.00 0.063888 0.073524 0.089398 . 0.0933420 0.09506 
00.00 0.04] 335 0.063888 0.069690 0.076950.. 0.073342 
.200.00 0.0759 38 0.08]230. 0.084750 0.088940.. 0.09536 
500.00 0.02366 0.092040 0.0749 50 0.057658  0.047920 
]000.00 0.]25295 0.09 5]36 0.073349 0.052998  0.0935020 
2000.00 0.32870 0.28800 0.]7800 0.39 700 0.45 200 
: ““« “50900,00 0.88 760 0.200000 0.200000.. 0.200000.. 0.200000 


भृदा-निलम्बन में नाइट्राइट आक्सीकरण पर कार्बनिक पदार्थों का प्रमाव 4] 


सारणी । तथा 3 से यह स्पष्ट है कि मृदा-निलम्बन में प्रति 50 मिली० में केवल 5 मिग्रा० 
ग्लुकीस या मनिटाल की उपस्थिति के कारण नाइट्राइट श्राक्सीकरण की गति बढ़ जाती है। ज्यों ज्यों इन 
कार्बनिक पदार्थों की मात्रा बढ़ाई जाती है, त्यों त्यों नाइट्राइट श्राकसीकरण की गति में भी वृद्धि होती 
है। यह गति इन पदार्थों की निश्चित मात्रा पर अ्रधिकतम देखी जाती है। ग्लुकोस के साथ यह मात्रा 200 
मिग्रा० और मनिटाल के साथ 7000 मिग्रा० प्रति 50 मिली० है। यद्यपि इसके श्रागे भी नाइट्राइट 
आाक्सीकररा पर्याप्त गति से श्रग्रसर होता रहता है किन्तु 500 मिग्रा० ग्लुकोस तथा 5000 मिग्रा० 
मनिटाल द्वारा नाइट्राइट आक्सीकरण पूर्णतया स्थगित हो जाता है । 


मृदा-निलम्बन में समय समय पर ग्लुकोस तथा मनिठटाल की मात्रायें ज्ञात की गईं | यह देखा 
गया कि इनकी मात्राओं में कोई अन्तर नहीं झ्राता जिससे यह सिद्ध होता है कि कार्बनिक पदार्थों का 
प्रभाव केवल उत्प्रेरकीय है । 


यह निश्चित करने के लिये कि बक्टीरिया ग्लुकोस का उपयोग करते हैं या नहीं, नाइट्राइट से 
रहित मृदा-निलम्बन में जिसमें कार्बनिक पदार्थ डाले गये, कार्बनिक पदार्थों की साद्द्रतायें ज्ञात की गईं । 
यह देखा गया कि बंक्टीरिया' ग्लुकोस या मेनिटाल का किचिन्मात्र भी उपयोग ऊर्जा-स्रोत के रूप 
में नहीं करता । * 

यदि ग्लुकोस के सम्पर्क में रहने वाले' इनाकुलम को निकालकर मृदा-निलम्बन में जिसमें नाइट्राइट 
हो किन्तु ग्लुकोस न रहे, डाल दिया जाय तो यह देखा जाता है कि श्रधिक ग्लुकोस के सम्पर्क में रहने 
वाले बक्टीरिया द्वारा नाइट्राइट-आक्सीकरण में ह्वास होता है ! इसी प्रकार के परिणाम लेक्टोस के 
साथ भी प्राप्त हुये किन्तु मेनिटाल के सम्पक्क में रहने वाले बेक्टीरिया के द्वारा सर्वथा विपरीत परिणाम 
प्राप्त हुये । इसके द्वारा नाइट्राइट आक्सीकरण में वृद्धि देखी गई । साबिटाल भी मेनिटाल की भाँति 
आचरण करता प्रतीत हुआ । 


इन परिणामों से यह निष्कर्ष निकलता है कि कम सान्द्रता पर शर्करायें तथा ऐल्कोहल नाइटा- 
इट आ्राक्सीकरण को कम वरद्धित कर पाते हैं किन्तु श्रधिक सान्द्रता पर वे उसे बाधित करते हैं | ऐसा 
क्‍यों होता है इसका वास्तविक कारण ज्ञात नहीं हो सका। न यही ज्ञात हो सका है कि: शर्करायें तथा 
ऐल्कोहल भिन्‍न-भिन्‍न श्राचरणा क्‍यों प्रदर्शित करते हैं । 
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अम्लीय माध्यम में आयोडाइड आयन तथा हेक्सासायनोफेरेट (वात ) 
के मध्य अभिक्रिया की समसंघटन सक्तियण ऊर्जा 


बाल कृष्ण तथा हरिशंकर सिह 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्रा्॑त--नवम्बर 74, 967 |] 
सारांश 


आयोडाइड आयन (0:05 /४/) तथा हेक्साफेरोसायनेट([77) (0:005 /५) के मध्य अभिक्रिया 
का गतिक अध्ययन किया गया तो आयोडाइड आयन के प्रति अभिक्रिया कोटि इकाई तथा फेरोसायनाइड 
श्रायन के प्रति दो ज्ञात हुई । यह देखा गया कि यदि ताप बढ़ाया .जाता है तो श्रभिक्रिया की गति में 
वृद्धि होती है । समपरावद्युत सक्रियण ऊर्जा का परिगणन किया गया तो यह देखा गया कि ऐल्कोहल के 
प्रतिशतत्व में वृद्धि के साथ ही सक्रियण ऊर्जा बढ़ जाती है । 


37950%#2८ट 
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छल्ड2टएना0०ई९४7०९(ँव॥) उत्त ग्लंते ऋारतां3, 29% कि. छलका 204 ज्ं, 8. 8787, 72627- 
पाटग। रण (कलायांडएए, एकएलाओआएए ० शीद्ावबते, . 3० >दवर्द 
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झ्रभी तक अम्लीय मांध्यम में आयोडाइड श्रायन तथा पोर्टशियम फेरीसायनाइड के मध्य अभि- 
क्रिया पर ऐल्कोहल की विभिन्‍न प्रतिशतताओं के लिये ताप के प्रभाव का अ्रध्ययन नहीं हुआ है। 
हमने अभिक्रिया की गति का अध्ययन मुक्त हुए श्रायोडीन को मानक थायोसल्फेट विलयन से स्टार्च को 


44 बाल कृष्ण तथा हरिशंकर सिंह 


सूचक रूप में प्रयुक्त करते हुये श्रनुमापित करके किया है । प्राप्त गतिक श्राँकडों से ज्ञात होता है कि 
फेरोसायनाइड के प्रति श्रभिक्रिया, कोटि दो तथा श्रायोडाइड के प्रति एक है। माध्यम के ताप में वृद्धि 
करने से अभिक्रिया की गति बढ़ जाती है। सक्रियण ऊर्जा का परिगणन श्रारहीनियस समीकरण का 
उपयोग करके किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रयुक्तत सामग्री---पो्टशियम फेरीसायनाइड का विलयन विशुद्ध कोटि के पदार्थ को आसुत जल में 
घोल कर तयार किया गया । 


विशुद्ध पोटेशियम आयोडाइड की निकटतम मात्रा को जल में घोल कर विलयन तंयार किया 
गया । इस विलयन को मानक सिल्वर नाइट्रेट विलयन के द्वारा इयोसीवनर्गण को सूचक के रूप में प्रयुक्त 
करके अनुमापित करके प्रामाशिक' बनाया गया । 


समस्त प्रयोगों में वंश्लेषिक कोटि का हाइडोक्लोरिक श्रम्ल प्रयुक्त किया गया । 


परम एथिल ऐल्कोहल को पुनः आासवित करके 78:2? पर कथन करने वाले प्रभाज को एकत्र 
करके विभिन्‍न तापों के प्रभाव के भ्रष्ययन के लिये प्रयुक्त किया गया । 


अभिक्रिया के अग्रसर होने का अध्ययन 


. एक हांकक्‍्वाकार फ्लास्क में पोटेशियम फेरीसायनाइड की श्रधिक मात्रा लेकर तापस्थापी में रखा 
गया । पोटेशियम श्रायोडाइड, ऐल्कोहल-जल मिश्रण तथा हाइड्रोक्लोरिक अम्ल की श्रावश्यक मात्राओं 
को भी एक अन्य फ्लास्क में भर कर उसी तापस्थापी में रखा गया । जब इन विलयनों का ताप, तापस्थापी 
के ताप के तुल्य हो गया तो पोर्टशियम फेरोसायनाइड की वांछित मात्रा को पिपेट द्वारा निकालकर 
दूसरे फ्लास्क में रखे श्रायोडाइड-ऐल्कोहल-हाइड्रोक्लोरिक श्रम्ज' विलयन में डाल दिया गया । जब श्राधा 
'विलयन पिपेट से निकल चुका तो घड़ी को चालू कर दिया गया। श्रभिक्रिया के श्रग्नसर होने का 
अध्ययन करने के लिये ज्ञात श्रायतन को फ्लास्क में से निकाल कर हिमशीतल जल में डाल दिया गया 
जिससे अभिक्रिया रुक जाय । मुक्त श्रायोडीन को मानक थायोसल्फेट विलयन द्वारा श्रनुमापित किया गया। 
प्रन्तिम विन्दु ज्ञात करने के लिये स्टार्च सूचक का व्यवहार किया गया । 


प्राप्त परिणाम विभिन्‍न तापों के लिये सारशियों (-5) के रूप में प्रस्तुत किये गये हैं । 









































अम्लीय साध्यमः में श्रभिक्रिया [435 
सारणी ! 
ऐल्कोहल की अनुपस्थिति में 
[ &&7४(८/४)५ ] 55०0.005 ५४ 
[ #7] 0,050 ७ (०5 0.8 
[ मद  ्+0.[0 ४ 
ताप पराविद्युत स्थिरांक मानक द्वितीय वर्ग स्थिरांक ४. 
हट (2 लिटर ग्राम तुल्य * मिनट 7 
30 77.95 . बक....रररऱ 
35 76.03. 3.334 
40 73.38 4.300 
सारणी 2 
5% ऐल्कोहल 
[ &॥४(८.५) ] 5 0.005 ४ 
[ &7 ]  ++0,050 0 /८50.8 
[ मद ] रः0.]0 ४५४ ह 
ताप पराविद्युत स्थिरांक मानक द्वितीय वर्ग स्थिरांक है, 
०८ लिटर ग्राम तुल्य 7 मिनट 7? 
... 30 75.5 2.06] 
35 74.5 2.660 
40 72.06 4.029 
सारणी 3 
0% ऐल्कोहल 
[ #५7४(८.४)६ ] 550.005 ४ ' 
[ 7] न्‍्ा0.05 ५४ (७550:8 
[ झट ] -्+0.]0 ४ 
ताप पराविद्युत स्थिरांक' मानक द्वितीय वर्ग स्थिरांक हट, 
४० 2 लिटर ग्राम तुल्य * मिनट 7४ 
30 72.83 . 4.909 
35 7.67 9.560 
40 69.53 3,728 


>साक+आास2>3० का "मील ॑+)काल#नकततजरमकप३/.त र जममा+#ाउभपाकव्यक, 


की 3 


१ ७७७७७७एाशण७छणाणीआााणाआआ आता मसल 


46 बाल कृष्ण तथा हरिशंकर सिंह 
सारणी 5 
85५% ऐल्कोहल 


[ ॥५7५/(८.४)६ ] 50.005 ४ 
[ #&7 ] 0.05 ४ /550.8 
[ परदा ]  ++0.]0 ४ 


| वमकनाअल५गन»५++ सपा +क कान 4 ७3००कवस मम अनमकल१क+००+७ 





लिनकिलशििनिनिनिनिलिनिककनन लक न जल बज अब अं आर ॥७७४७७७७७/७७७७७७७ 
| सलमान एक >> १] ९ रजसााारवकानक अयस्‍4०३७ कस, टन किनन मन न-+ ००२५ २ कर दरकपजोपेस &3)03७०४०+ ७५००५ -१अअका+ ब। | 
४४७७४ 'अराप धमाका ।कापपतन+अापकानक, 


ताप. पराविद्युत स्थि'रांक मानक हितीय वर्ग स्थिरांक ४ 


38) 8 लिटर ग्राम तुल्य 7? मिनट 77 


विवशशनिनिनीललिकअजक बीत. मना ॑ ँँ ७७७ :७#5६७४०:०७७७७ सर #म>भ लमरनकरकरनमका;मकयक ॥भुभपका सा स्‍्लवभजनम»५->४+भक+. कक जाला कैत॥7९५४५॥//३:३+/५ नवजकरक॥पशक»मत»-»जक _+ताननभ ३०» सिने ५४०५वफ००/७५१ #४+६४०+०+४००॥ करना, 
० हशकनप8े >मननकनस्‍कत ककापजज++ स०थमम७)0कमकभा३५ थक, 


35 69.36 900 
40 0/.40 ५ 478 





अल नननननननन-न अपन लमन. 
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रन्‍कानक॥,. पाल मेकतकपकशएल्‍०७ ४ मापा अशतनलगनभत४ 69... फरोडेकएक्‍७०0,.. (पक हा] रु क्र न /४४/ शा रु हका/# कक ०+ अहाकलक #भ के. इकाइलक पक्का हब मा बलेक+. आक्रत ओके >बाहक4 8कबश पे. सके के 5० 7 तक 8३३ ४५ »छ०4३३७०काह-१ २ अरतछ-क३दल # 3 दह0७७॥७७॥०० #४ग0७४४8७/६ कका२७ ३५३४० |; कस 
हे //६कआ। ५ +५/ न मन 

"पा भकाक। व .ाढ 6] किककाभ(॥ करक98।64१॥/893/५0॥॥॥804/200१४सक 


सारणी 5 
। 20%, ऐल्कोहल' 
- [ #76(८५७४॥ ] ₹०0.005 ५४ 
[0] . न्‍्+0,05 ४ (५०० 0.8 
[ 7८7] न्‍्न0,]0 


रत >सासाभक सेर4/५४+कन+ फासनकभल»भ५-१कअअमकनन 0 छकमंशकारपाफा पक ४५“ तन." स परहजाकंकआामण4+0 क3/8/#0 40400मारणत क एपप++धजदकाएन्‍ामप८०राान कली ४३५७ा#/47१३१/१७ * >म्मदमाउयापकरधाक2 0४ ५ हैखि+ए७क ए *३ ॥ संधफा॥/ाऐ»४। म्रवव/5९७५ १७ ९७पिणप आओ घ१/४४७। 


ताप... पराविद्युत स्थिरांक मानक द्वितीय वर्ग स्थिरांक ६६ 
| लिट 
९; 9 र ग्राम तुल्य 7 मिनत “7 


,काकपफयापलेकण थे. श4/2कछाआ३ शातक$+3/॥07%$। ॥/ 0 फाउह-१॥ ४ पीफतक्दा का "जा 8४६७४ 0» 483:046900 # उक्षमक्क३) ५१. 
४2०2 अऋत+-क०॥ ता १६३०६ ५२६१३ #0१४ ५ (१९५५५ ९३७७७३००७४ /॥# कि//५४११७०३३ ५ ७/०१/॥१७५२५ क्र #/" खरे 
मा] 


| हि न्‍ मु अल को १७, ६: 70क+वथाआा०॥ ५ शज पपहफकत ." छ+म हतकक्‍ाआलताजर । 'कव २१.० तेकतपपक ताजा! सतत तकपती 9 (छह ६७0७ $९५/ नव 
, उमा हे / १५ 
,माकाकक फश. रदवाकजफ/६ १४५ ;कामांशाजा 0 +अशभक+-3 0५ १५४३४२॥०७३४०॥४॥ । के |... , "कप ७ ताप के॥..रेए (रे जद सारा पैदरशजफतडआड़ "१ ४. :०पाथयक 


30) 68.4 ] 4.80 
35 32 | ०]68 
40 65.32 द 3.20 


ररारान्‍का्ककका/ प्रिसभ॥ाथा०न ००००५०रमवमनकतन« काजल ९ इलन्‍>भाइनक /काकाअककमाा। 5३8०१ अगापपाक/णार १७ त्रकककपरता/०+ काला भोधसाण+ण (७५० कप 3 इरमलम५३।१९२०६ १०माकन्‍त पाया). शातपरफताकछ... सता आधा )ैए उफरमाआ+आ/#;४१7२०कारवातसश?ल्‍का-४७8 ॥१ भा के 7लह#॥..ह्ासिगाओकलमा 
अक्षर कनाताफे बहा एक: 
मु धाम '#पकमााकाकाककन्‍लाब 
४०० ५०4 अलक्कमप्शधाका।यताएाक "तन कषा र*फॉकायाशासाक्काता भए)त. हवा हक 
आय है 'पअएशाआकतंफताकापत|पततपागक, 


परिणाम तथा विवेचना 


माध्यम की दी हुई श्रायनिक सान्द्रता पर समसंघटन सक्रियण ऊर्जाश्रों की गणना आर गियर 
समीकरण है. पे 


/2 
087078 +-]08,04 -- 2.9 05 ३५ 


अम्लीय माध्यम में अभिक्रिया 
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को व्यवहृत करते हुये की गई जिसमें ४ सक्रिय ऊर्जा, “ आरहीनियस आवृति गुराक तथा हर गैस 
स्थिरांक को द्योतित करते हैं | ।०8,055 को 7/7' के विपक्ष में लेखांकित करने पर एक वक्र प्राप्त 
होता है जिसका ढाल -१/2-3037 २ के तुल्य है। इस ढाल से ४ का परिगणन किया जा सकता है। 
दी हुई आ्रायनिक सान्द्रता पर प्राप्त परिणाम सारणी 6 से 0 तक में संग्रहीत हैं । 


सारणी 6 


विशुद्ध जल में अभिकारक 





/!::0 





[08 5६--9 

.582 3.300 
].745 9.247 
.855 9.94 


'पिकह++-3>30+>-पमाभ०.90७+3.43>2 व 3५३५॥॥७॥॥4७७७५५५७७७०५७ ५... +७+७++-५न०ज१३०+.2+ना५+५५५७०५ान (ुअम-पन्‍मममप»कबमन«ोली-33+0५०+०+नकत.भोजा-#०७७७.३५७०+कननकन/+न-- +2»5+/७/१०३-“क/+/५३५९७५"+००७ आलर॒नल+ज>कणका»+३३-क-क+१०५+१8. ५ 33++++--5++»+०५७क अमनकऊ««पन पथ. 


सारणी 9 


80% ऐल्कोहल में अभिकारक 


निभा कननन लीड लिन नानक पिनिनिननिनीनकतननाननानिगणतन तििभाननन अनिनाणाधटधिणलणिणतणओई 5 अनिल लिानणाणए विज ीी आनभजिदाणा॥ं अिशिियनन 





]08 ॥६--3 /' »<0 
.505 3.300 
.630 + 3.247 
.786 3.94 


न्‍अनीननलनयनमन- काका जप. किन वन निकन+न++८ननननाना। _«-ब्नननागनगिगगगक अनााना 4 कनिशियान पक >+लननननाननान ब्ननाननीानननन-नननननानानानान अनाज अनााणिणाणटभनओ 


साररणगी 


साररी 7 


3% ऐल्कोहल में श्रभिकारक 


(34-+_ननन+कल नम नम+-ममनम-ममन+न_--+े+3++मन. «3 सामकनञंन-म-%४»पन-«%माए शी. ०४५५०. क++म+>»»»». सा “निनतगाओो+. अ वनममकम५नन.. क्‍ानआ»3 ५ ०. >++-मवपममममक्‍)->जन>«+ कारक 





अवनीनानानन वनव्ननानथन+ 





]08 ॥८६--3 /]' » 0 
.536 3.300 
].647 568 2 
].826 3.494 


लि ला अल “पल लानत चिय क्‍ग॒“है॒तहैू लक “जज कि डी िनीतक्‍धक्‍ 5 नाता ल्‍लओओननि नयी हू 


सारणी 9 


5% ऐल्कोहल में अ्रभिकारक 





न 4 अननागागाििनननननननन थक नतनीनीनीनननन वननन-न-म-न« 28 








]09 ।5--3 [/7' ८ 0 

].442 3.300 

.580 9.247 

.760 9.]94 
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20% ऐल्कोहल में श्रभिकारक 


१७७एर्नचााणआा मामा ाआा॥ए्नभ७७७७४७७७७शशीी ७७" 


68 ४ -+-3 
.395 
].557 
].728 
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]/3'  0 


3.300 
9.247 
9.]94 


| अडटलसथापनननन-म सन व «उन सनलनाननानन पथ लमतना्वपाप्टानपक,. 
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माध्यम के विभिन्‍न संघटनों के लिये प्राप्त सक्रियण ऊर्जा के मान सारणी ! में श्रंकित हैं । 


सारणी 7 


४45%७४४७७७७४४४४७७७७७७ 2 ह/कक/॥,भ२। (का (लक ९३९ म. (6,048 ताप +कन '। 72: 
उन्करक्‍थतक २5 मर जोगी आस+क #क जाक्‍र 48 ॥/%२ पर ता ""# +. ७॥३७/- 

5 77४200७७७७४७ए७ए७ए७ का कताकसन स्क.+९जन #न रत भ+ सकता »-५ महा 4; +%७+ सससावक-33-4 ३२ कक ५ 4५९१ 

॥ वपाकाअत ++-२४ १०३०३ कमर +कम-७०कक- .॥0०४५५००क १ 

.> ++> ० जल शक 

उतना पाप जमा कफ का 2 जनक) ९३% +। 


| हर ि र्क ; श्र मर न गे न 
संघटन » केलारी / ग्राम भो 
. ०८ ऐल्कोहल आम  ] 
],450 
0 | 
5 ]2,050 
80 3,20 
[ 5 <[., ० 2 | 
मत 2 


न ते 'फएटटोड ६ +.. ६१३५ #५०७४-५ # एया)300॥ (६० /,॥0 ॥ मर 
कक कैप्टन ज. तर तमज्क कल अध५४-प्रकाक5-.४ #कल 'जत "७४ 

मर मम मिल जल अर 2 मर न नल म 

"तन सभा रन ककव-> का +५०-क पथ कप 28-क५-8 करने +०*फ 





[40 ४५० ७३" #क- "कह सै; की७११०4 9044४ ०० ४/६/८०७ '४ ५7७३७ क।, 


उपर्यक्त से यह स्पष्ट हो जाता है कि ऐल्कोहल की सास्द्रता में बकद्धि के राथ ही सक्रिय ऊर्जा 
में भी वृद्धि होती है । 


हमने कुछ दशाओं के लिये समसंघटन तथा रामपरावंथत राक्रियण ऊर्जाश्रों के श्रन्तर की तुलना 
एमिस तथा होम्स“ के समी क रणा द्वारा प्राप्त अ्रन्तर से की है । 


मा | १6 ( 2/,/४१/ ) (2 


23 42५ 2 7087 7. ]0७४95077%५/ |॥५' 


जिसमें !५ श्रभिकारकों की अ्रनन्‍्त तनूता तथा विलायक के स्थिर शंघटन पर सानिया ऊर्जा है तथा 
८20 श्रभिकारकों की अ्रनन्‍्त तनुता तथा विलायक के स्थिर परावेशत स्थिरंंक पर रामियणा ऊर्जा को 
व्यक्त करता है । किन्तु हमने यह देखा कि रमसंघटन तथा रमपराबेंथ त रामियण। ऊर्जाश्रों के परि- 
गणित तथा प्रेक्षित श्रन्तर उपयुक्त समीकरणा से प्राप्त मानों से मेल नहीं खाते | सम्भवतः यह भाष्यम 
की उच्च श्रायनिक सान्द्रता के कारण है । 


निर्देश 


8, वोगेल, श्राई० । ... . 46 30602 0 (शाप दपएए.. वताएकांए 
0.799878., . लांगमेंस, ग्रोन तथा कम्पनी, लन्‍्दन, !962, 
पृ 202. 
2, एमिस, ई० एस० तथा होग्स, एफ० जन ०» श्रमे० केसि० सोसा०, !04, 63, 223, 
सी०। 


४ []243 ?3#5॥93व व /7॥0७5५5०3॥0॥3]॥ ?3:। [८४ 
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गुलिका विरचनार्थ एक कार्बनिक बंधक तथा भारतीय लोह 
अयस्कों में लोह का मात्रात्मक विश्लेषण 


सत्येन्द्र नाथ गुप्त तथा धर्मेन्द्र नाथ बिश्नोई 


भारतीय भूगर्भ सर्वेक्षण, नागपुर 
[प्रात---जनवरी 20, 968 | 
सारांश 


प्रतिष्ठित आदर विधियों द्वारा लोह अयस्कों का मात्रात्मक विश्लेषण अत्यन्त श्रमसाध्य होता 
है । इस सम्बन्ध में एक्स-किरण स्पेक्ट्रमलेखी प्रविधियों का विशेष महत्व है। इस प्रपत्र में भारतीय 
लोह अयस्कों पर एक्स-किरणों द्वारा किये गये लोह निश्चयन की समनवीक्षा, सुतथ्यता तथा विश्रम 
स्रोतों के प्रयोग-फल का संक्षेपण किया गया है। प्रादर्श विरचन, न्यादर्श पेषण तथा गुलिका विरचनार्थ 
दाबों की चर्चा की गई है । इस सम्बन्ध में समरूप गुलिका विरचन की जिस सुद्धत प्रविधि का विकास 
तथा प्रमापीकरण किया गया है उसका सविस्तार उल्लेख है । 


+3975607930८ 


कैप 0०#8गफाट गफातेटल ई#7# एटी्ला एल्‍शुएन>ब४०फा बरवें. चुप्रन्माथ92 ७7729 535 0 
#0त जप ितीकाह ०07९5 7ए ऊ--#४एछ ईपिए7०25ट०छट९., 29 5. ऐ. (ण०४ अ2ए0र्त 7). ५. 'ए787१707, 
(6००३८४ $फएल०ए ० ॥7त9, 'रश०पए. 
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जब प्रादर्श प्र पर्याप्त शक्ति के एक्स-किरण फोटान प्रहार करते हैं तब श्रपाती विकिरण का 
प्रकाशवंद्यत अवशोषण तथा विचापाधीन सामग्री के लाक्षरिक प्रतिदीप्त विकिरण का उत्सर्जन होता 
है । विक्षुब्धक रण की इस विधि का प्रयोग, इसके अ्रनुषघाती आ्राचरणा, गति तथा प्रतिदीष्त विक्तिरण में 
सातत्य के अभाव के कारण वेश्लेषिक उपकरण के रूप में किया जाता है। सामान्य प्रविधियों तथा एक्स- 
किरण स्पेक्ट्रममापी विश्लेषण प्रयोगों की चर्चा साहित्य में की गई है ।! 


फिर भी कई कारणों से, जिनका प्रभाव प्रयोग-फल की मान्यता पर पड़ता है तथा जिन पर प्रथक 
थक ध्यान देना होता है इन प्रक्रियायों के सावेत्रिक उपयोग श्रभी सीमित ही हैं । 


श्रयस्कों तथा खनिजों के सम्बन्ध में इन प्रक्रियाओं का प्रभी पूर्णझूपेर प्रमाणीकरणा नहीं हुथ्ना 
है। विभिन्‍न स्थानों से प्राप्त उसी अ्रयस्क या खनिज में यूक्ष्ममात्रिक संघटकों की मात्रा भिन्‍न होती है । 
इन संघटकों की भिन्‍नता के कारण वेश्लेषिक प्रयोगफल में विचरणा देखने में श्राता है । इसकी' गति को 
ध्यान में रखते हुए भारतीय लोह श्रयस्कों में, लोह के विश्लेषण! थे इस रीति के प्रमापीकरणा का प्रयास 


किया गया है। 


उपकरण 
इस भ्रनुसंघान में फिलिप्स द्वारा निर्मित निम्नलिखित उपकरगण्यों का प्रयोग किया गया है : -- 


. स्थायित एक्स-किरण विवर्तन जनित्र | पी० डव्ल्यू० 700 


2, उच्च तीत्रता, तेल विसंवाहित एक्‍्स-किरण नली जिसमें टंगस्टन का लक्ष्य था । 
सं० 2504 


3. विस्तीर्ण गोचर, उच्च तथा निम्न कोण वाला कोशिका-मान (गोनिश्रोमीटर) | पी०डब्ल्यू० 
]050 


4, इलेक्ट्रानिक परिपथ पट्ट तथा स्वंयचालित श्रभिलेखी । पी० डब्ल्यू० 05] 
०. क्वार्टज कत्रिस्टल। पी० डबव्ल्यू० 928 
6. स्पेक्ट्रोग्राफ के संलगनी | पी० डब्ल्यू० 7520 

संपरीक्षात्मक परिस्थितियाँ 


।. जनित्र की वोल्टता तथा धारा, 30 ६०, तथा 6 ७४०. 


2. परावतंन-कोण--3 3.68? 


भारतीय लोह अयस्कों में लोह का मात्रात्मक विश्लेषण [5] 


3. अनुमात्रा मात का विवरण :--60 सेकण्ड का स्थायी-सामयिक क्रम 
4. गाइगर गणक वोल्टता--650 बोल्ट द 

5. सञ्चक :--एक इंच के भीतरी व्यास वाला अकलुष इस्पात संचक 
6. पीडित्र--हाइड्रालिक पीडित्र द 


 गाइार ली का निश्चयन 


धात्वीय लोह का न्यादर्श के रूप में प्रयोग कर अनेक गाइगर-प्लेट वोल्टताशों पर गरन संख्या 
के अवलोकन से 33.68? वाली ४८ 7५ कोर के प्रतिदीप्त विकिरणों की पहचान की गई तथा अधिकतम 
व न्यूनतम गरान संख्या देने वाली वोल्टताश्रों के मध्यमानों को सक्रिय गाइगर वोल्टता के रूप में प्रयोग 
किया गया है। 


न्यादर्श विरचन 
न्यादर्श, गुलिका रूप में प्रयोग किये गए हैं । ये अनेक रीतियों? द्वारा विरचित किये जा सकते हैं। 
इनमें से अधिकांश प्रविधियाँ, यय तो अपनी जटिलता या इनके द्वारा प्राप्त गुलिकाश्ं की श्रसमानता के 
काररण हमारे लिये अ्रनुपयुक्त ही सिद्ध हुई हैं। इस कारण ऐसी विधि प्रयोग करने का प्रयास किया गया 
है जो सरल हो तथा जिसमें न्‍्यादर्श श्रथवा बंधक को बिना किसी रसायन तथा तापोपचार के समरूप 
गुलिका विरचित क्र पुनः समान परिणाम प्राप्त हो सके । 


अकाब निक बंधक प्रायः विना तापोंपचार के अच्छे परिणाम नहीं देते । इस कारण इस अनुसंधान _ 
में कार्बनिक बंधकों का ही प्रयोग किया गया है । अनेक कार्ब निक बंधकों में जिनका इस अनुसंधान में प्रयोग 
किया गया है यह देखने में आया है कि 'टिपकोलाईट फीनालीय संचक चर्णा जिसे बम्बई के टिपको- 
इण्डस्ट्रियल कारपोरेशन से प्राप्त किया गया है, बहुत अच्छे परिणाम देता है। इससे प्राप्त गुलिका 
समरूप होती है तथा दीघं काल तक अपना रूप भी बनाये रखती है । 


बंधक की 05 ग्राम मात्रा, न्‍्यादर्शों की 2 ग्राम मात्रा को बाँधने में पर्याप्त होती है । न्यादर्श की 
उपयुक्त मात्रा, अभ्रकेले या तनुकारी गालक (70०5) के साथ तोल कर, सर्वप्रथम 35 छिद्र तक विच्रणित 
की जाती है। 3 ग्राम टिपकोलाईट' चूर्ण इसमें मिलाकर फिर इसे पन्द्रहमिनट तक चशित लिया जाता 
है । फिर मिश्रण को सञज्चक में डाल कर हाइड्रालिक पीडित्न से. पन्द्रह मिनट तक, 85 टन दाब पर 
सम्पीडित किया जाता है। इससे बहुत अच्छी समरूप तथा दोषरहित गुलिका प्राप्त होती है। सम्पूर्ण 
अनुसंधान में गुलिका बनाने की इसी रीति का प्रयोग किया गया है । 


प्रमापकों की तेयारी 


लोह समृद्ध भारतीय लोह अयस्क मुख्यतः हीमेटाइट (#०,०,) तथा अल्प मात्रा में मेग्नेटाइट 
(7८४0,) के रूप” में पाया जाता है। इनमें लोह मात्रा क्रमशः 70 तथा 2 प्रतिशत होती है। लोह 
की निम्न मात्रा कुछ भी हो सकंती है,' जो अयस्क के अन्य तत्वों पर निर्भर करती है। इनके मुख्य संघटक 
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सिलिका (870,) तथा ऐल्यूमिना (४४५०४) होते हैं। तथापि अन्य पदार्थों जंसे, मैंगनीज़, वेनेडियम, 
टाइटेनियम, गंधक', फास्फ़ोरस आदि के संयोग भी अल्पांश में इनमें पाये जाते हैं । 

प्रमाणिक गुलिका रसायन शुद्ध 7०५०; (वेश्लिषिक) कोटि तथा एक उपयुक्त गालक के श्रवमिश्रण 
से बनाई गईं है। विभिन्‍न स्थानों से प्राप्त लोह अ्रयस्कों के प्रतिनिधि न्‍्यादर्शों के संपूर्ण विश्लेषण के 
श्राधार” पर उपलब्ध जानकारी से विभिन्‍न स्थानों के लिये भिन्‍न भिन्‍न गालक तंयार किये जाते हैं। 
प्रस्तुत अनुसन्धान में इसी ज्ञान को प्रयोग कर गालक में विभिन्‍न पदार्थों की सम्बद्ध मात्रा का समा- 
विष्टिकरण किया गया है। 

जिन अयस्कों में लोह की मात्रा 30 प्रतिशत से कम होती है, वे आथिक दृष्टि से उपयोगी नहीं 
होते फलतः 355 प्रतिशत के अन्तर पर 50 प्रतिशत से 70 प्रतिशत के विस्तार में ही प्रमाण बनाये 
गये हैं । लोह श्रयस्क, गालक तथा बन्धक की आवश्यक मात्रा प्रत्येक बार इस प्रकार ली गई है कि कुल 
भार <3 ग्राम हो जाय । उपयुक्त वर्णानानुसार फिर इनको मिलाया, पीसा तथा दबाया गया है । 

विधि 

प्रमाणिक तथा न्यादर्श गुलिकाओों को स्पेक्ट्रोमापी के न्‍्यादर्श-कक्ष में रख दिया जाता है तथा 

साठ सेकंड के पूर्व निश्चित समय के लिये प्रत्येक बार सम्पूर्ण गरणन संख्या देखी जाती है । कार्य वाहक 
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चित्र ),. लोह निरचयन के लिये कार्यवाहक वक्त 


भारतीय लोह अयस्कों में लोह का मात्रात्मक विश्लेषण ]53 


वक्र, # अक्ष पर प्रतिशत साचख्रता तथा ५9 अ्रक्ष पर गणन संख्या के प्रांकश से बनाया जाता है जो चित्र | 
में दिखाया गया है। किसी श्ज्ञात न्यादर्श की गुणन-संख्या ज्ञात होने पर कार्यवाहक वक्र द्वारा इसकी 
प्रतिशत मात्रा तुरन्त निकाली जा सकती है। 


परिशुद्धता तथा पुनरुत्पादिता 


किसी भी विश्लेषणात्मक निशचयन में त्रुटि की जानकारी के लिये दो बातों की ओर ध्यान देना 


होता है : 
!. वास्तविक मानों की तुलना में अभ्यानित की मात्रा तथा दिश्या । 
2, दिये मान का पुनरुत्पादन । 


वास्तविक मान क्या" होता है, इस सम्बन्ध में विश्लेषण-शास्त्रियों में सर्वत्र मतभेद रहा है। 
तथापि प्रतिवलन से, सुतथूयता की समस्या का संपूर्ण तो नहीं वरन्‌ पर्याप्त समाधान हो जाता है । 


दल संरचना सम्बन्धी अनुसंघानों से पता चला है कि किसी भी विश्लेषण की परिशुद्धता (श्रर्थात्‌ 
वास्तविक अर्हा तथा निकटता) निर्धारित करना कठिन होता है। परन्तु इनसे विश्लेषण की सुतथुयता 
अर्थात्‌ पुनरुत्पादन का प्रर्याप्त अनुमान लगाया जा सकता है। प्रयोग से मिले न्यास को विचरण विश्लेषण 
द्वारा साधित किया जा सकता है। परिशुद्धता प्राक्कलन में कठिनाई होने के कारण यहाँ केवल सुतथयता- 
माप की त्रूटि पर ही ध्यान दिया गया है । 


किसी विशेष न्यादर्श की लोह-मात्रा अनेक बार निर्चयन करके मानक विचलन तथा विचलन- 
गुणांक निम्नलिखित रीति से गणन किया गया है । 


रु >धं4 ] 

मु प्- | 77-+ 

4 प्रत्येक अवलोकन का समान्‍्तर मध्यमान से विचलन है तथा # निश३चयन संख्या है । 
विचरण गुणांक ८ 5 नजर > 00 


यहाँ & समान्तर मध्यमान है। ये मान सारणी । में दिये गये हैं । 


जय 


में दी गई है । 


अत ।52.० ५ ४५ ॥॥ ४४३४५ ॥ ११५ ६ /कक०७४॥ ४७) 


न्यादश संख्या 


क्रमांक 


का 83+भ--नन सपना सता ५५५ म टकज ८2०० फामनााकवकातक के. 2े«पक राव अड०#क- तन दशा हे थक 30 रक्किनमनकाजटआ तड़का + 2कक ॥- कट कट १०७५५) 


2० य 9 णा मी ०० ७ 


2५ ०८ 
33फकननी 
ड़ क्र 


॥;' 
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सान 


68.75 
68.20 
68.20 
67.60 
67.60 
6/.60 
60.20) 
00.20) 


सध्यमान 


मानक विचलन ४55८ | ँ ) 
मम 
«जे: 25%, 

परिणाम तथा विवेचना 


विवरण गुणांक 


साररगी । 


00,00 


मध्यमान से विचलन 


मध्यमान से विचलन 

रे ध 

“5 ०] 2090 
-|- 90 (02 
-> द 256 
न॑- - 4 256 
-- 406 .2]] 
-- - 40 ' .2] 
“+ 40 .2] 
“|. 256 
“| ,[46 ५४%) 0 


इस रीति द्वारा लोह के प्रमाणिक न्यादर्शों में तथा बंलाडिला जिले से प्राप्त हुई कुछ नेत्यक 
लोह अ्रयस्कों में लोह की मात्रा तथा श्राद्र -रासायनिक' विधि द्वारा इन्हीं न्‍्य।|दर्शो' में लोह की मात्रा सारणी 2 


सारणो 2 


लोह की प्रतिशत मात्रा की एक्स-किररा स्पेक्ट्रोलेखी विधि' तथा श्राद्र-रासायनिक विधि द्वारा 


मर. ] 


विश्लेषण 


! मत" एक “डर ॥मापफ़ताकत उसकी भ१ ?५0 व हार 


66.05 
64.05 
0.20 
06.05 


88.20 


60.50 
03.20 


७७७७ मर, मनी आफ 
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नि३*चयन की तुलना 


लोह का एक्सकिरणा स्पेक्ट्रोलेखी लोह का रासायनिक _ 

विश्लेषण 2 
65.88... +/0.7 
64.]6 . .  ., # जो] 
69.34. -| 0.86 
66.56....|| ० _-_ 0.54 
68.08... -| 0.]2 
65.77 0.73 
62.4] [0.79 . 
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4) 


सारणी 3 में मंसूर प्रदेश के बेल्लारी जिले के दोनीमलाई स्थान से प्राप्त लोह अयस्कों में इस 
विधि हारा ज्ञात की गई लोह की मात्रायें दी गई हैं । 


बेल्लारी जिले' 





सारणी 3 











(मेसूर प्रदेश) के दोनीमलाई स्थान से प्राप्त लोह श्रयस्कों में लोह की प्रतिशत मात्रा 





क्रमांक न्यादर्श संख्या लोह-माचा | क्रमांक न्यादर्श संख्या लोह-मात्रा 
[.. #छर-0 60.62 22... एपर-3] 6] .75 
2. शत्र-] ! 66.75 230६ 79-32 6!.00 
3, एजर-9 60.75 24... शत्॒>-93 60.62 
4... #र-8 60.69 25... #्र-94 65.50 
5... #पछर-4 60.25 26. एप्नए-95 60.75 
6... आतर््-5 62.00 27, >लत्र-36 59.50 
7... फ्र-6 62.95 98, #पछ्ुर-37 62.25 
8... #्र-7 64.75 29, एत7-38 59.52 
9... #्र-8 60.00 30... एछर-39 63.00 
0.. #ज्नए-9 62.37 3],.. #लर-40 63.00 
]]... #त+-१0 62.50 32. ए्तज्-दी 50% से कम 
2. छरूश 65.75 33... 9997-42 65.25 
3.. #छत>-22 66.25 34... एस>-43 60.87 
4.... ए्ए-28 68.95 35... ए्र-44 64.37 
5.... एतर-24 6].75 36. #छर-45 67.82 
]6. ल्‍्र-25 66.50 37... ए्र-46 59.87 
7.. #र-26 65.50 38... एल्र-47 59.00 
8... एस्लरू-27 62.50 39... एप्लर-48 63.25 
9.... एजर-28 63.82 40... एछर-49 57.95 
20... ए्नए-29 6.00 4],.. एछ्र॒9-50 58.00 
2],. #त+-30 56.75 
एक्सक्रिण स्पेक्ट्रोलेली विधि द्वारा निश्चयन में निम्नलिखित कारक मूल्यांकन पर प्रभाव 
डालते हैं :--- 


(9) गुलिका विरचन में कणाकार तथा प्रयुक्त दाब द्वारा न्यादर्श विरचन की पुनरुत्पादिता । 
() प्रादर्शों में अन्य संघटकों द्वारा विकिरणों का वर्धन तथा अवशोषरा । 
(०) उपकरण परिसीमाएँ । 


56 सत्येन्द्र नाथ गुप्त तथा धर्मेन्द्र नाथ विश्नोई 


कराकार द्वारा विषमांगता प्रभाव की जाँच क्लाउसिस,” केम्पबेल एवं थैंचर,? स्मिथसन!” तथा 
चोड्स”” ने की है । इसके अनुसार करयाकार का प्रभाव गहन पेषण हारा निरसित किया जा सकता है। 
हमारे प्रयोग के अनुसार, जंसा कि पहले लिख चुके हैं, न्‍्यादर्शा बंधक तथा तनुकारी के लगभग 200 
छिंद्र तक पन्द्रह मिनट पेषण से पुनरुत्पादिता परिणाम प्राप्त हो जाते हैं । 


जिस दाब पर गुलिका बनाई जाती है उसका भी गंणन-गति पर प्रभाव” पड़ता है, जिसका परि- 
णाम की पारेशुद्धता तथा पुनरुत्पादिता पर भी प्रभाव होता है। 


गणन गति गुलिका विरचनीय दाब के बढ़ाने से श्रारभ में बढ़ती है, तथा फिर स्थिर हो जाती है। 
यह अवलोकन किया गया है कि पन्द्रह मिन॒ट तक 955 ठत दाब लगाने से स्थाई परिणाम प्राप्त होते हैं । 
ये परिस्थितियाँ सम्पूर्ण अनुसंधान में प्रमाप' तथा न्यादश गुलिका-विरचन में प्रयुक्त की गई हैं। 


खनिजों तथा' दूसरे श्रयस्कों में दूसरे तत्व सदंव अनेक मात्रा में पाये जाते हैं जो विकिरणा के 
वर्धन तथा श्रवशोषण दारा वश्लेषिक फलों को प्रभावित करते हैं। यह दिखाया जा चुका है कि 
न्यादर्श की मात्रा, नियन्त्रण तथा खनिज न्यादर्श की पतली भिल्‍ली के रूप में प्रयोग करने से यह प्रभाव 
न्यूनतम किया जा सकता हैं। परन्तु उच्चतम परिशाम प्राप्त करने के हेतु यह भ्रावश्यक' है कि न्यादर्श 
तथा मानक (8(४70%४70) की रासायनिक रचना एकसी हो। इस कारणा मानकों के अनेक कुलक 
विरचन की. झावश्यकता होती है । परन्तु इसे श्रवशाषणा गुर्णाक तथा आाभासी रचना पर श्राधारित 
एक संशोधन द्वारा कम किया जा सकता है । किन्तु इन गणानाओ्रों में बहुत समय लगता' है तथा इनसे 
वास्तविक सांद्रता के केवल युक्ितियुक्त सान्तिकटन का ही निरूपणशा होता है। इस कारसा, राशायनिकत: 
शुद्ध लोह यौगिकों में, विभिन्‍न स्थानों से प्राप्त श्रयस्कों के प्रतिनिधि न्‍्यादर्शों के सम्पूर्ण विश्लेषण द्वारा 
उपलब्ध सूचना के आधार पर दूसरे तत्वों के ज्ञात सान्द्रता के समामेलन से प्रमाप विरचन का प्रयास 
किया गया है । हमारे अनुसन्धान में पतली भिल्‍ली वाली न्यादर्श-वरचन विधि से कोई उत्याहवर्धक 
परिणाम प्राप्त नहीं हुए । 


यद्यपि एक्स-किरण स्पेक्ट्रमलेखी सिद्धान्त पहले से ज्ञात है, परन्तु फिश्लेषणात्मक तिश्चयन हेतु 
इसका प्रयोग उपयुक्त उपकरणों की श्रप्राप्यता के कारण नहीं किया जा सका? । इस सम्बन्ध में, श्रभी 
हाल में, कठिनाइयाँ भ्रवद्य दूर की गई हैं परन्तु परिणामी मापन फिर भी कुछ नियन्त्रणों द्वारा बाधित 
ही रहता है । विकिरणों की जनन तथा पहचान प्रणाली का स्थायी किया जाना श्रतिश्रावद्यक' है 
क्योंकि विद्युदण की स्थायी श्रवधि परिणाम की सुतथूयता पर बहुत प्रभाव डालती है। कुछ सीमा के 
बाद मुख्यतार (77०४7) वोल्टता के उद्यावचन भी परिणाम पर अपना प्रभाव दिखाते हैं। एक्स-किरण 
जनित्र के स्थायी होने पर भी देखने में श्राया है कि घारा में प्रायः -: 2 ४७ के उच्चावचन होते हैं जो 
कभी कभी -: 5 ४४ तक चले जाते हैं। यह सर्वथा भुख्यतार के उद्यावचन वोल्टता के कारणा ही 
होता ः । इसकी जाँच दो-तीन निश्चयन के पश्चात्‌ सर्देव एक प्रमाप न्यादर्श पर पाठ्यांक लेकर की 
जाती है । 
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पहचान करने वाले तंत्र की सुतथयता गुणों की संख्या बढ़ाने से सुधारी”" जा सकती है। 
इन उपकरणों में उपलम्भन तंत्र से अधिमान द्वारा इसे गरान हेतु, सबसे अधिक उपलब्ध समय का 
प्रयोग कर प्राप्त किया गया है । 


इस विधि द्वारा, तथा रासायनिक विधि द्वारा प्राप्त किये गये लोह के एक प्रमाप' न्‍्यादर्श तथा 
अन्य न्यादर्शों के मूल्यों की तुलना से पता चलता है कि प्रमाप के मूल्यों में दोनों विधियों में अच्छी 
समानता है, परन्तु रासायनिक विधि द्वारा नेत्यक रूप से प्राप्त किये गये मूल्यों में ८: £ प्रतिशत का 
विचरण पाया जाता है। रासायनिक प्रविधि के प्रयोग से त्रतिदिन प्रति व्यक्ति द्वारा लगभग बीस 
निश्चयन किये जा सकते हैं जबकि इन प्रविधियों के प्रयोग से प्रतिदिन प्रति व्यक्ति एक सो से भी अधिक 
न्‍्यादर्शों का निश्दयन कर सकता है, जो रासायनिक विधि की तुलना से कहीं श्रधिक है । 


यह भी निर्दिष्ट किया जाता है कि मुख्यतार वोल्टता के उपयुक्त समायोजन से पृष्ठ-भूमि 
तीज्ता के विचार से तथा आंतरिक परिणाम के प्रयोग से मुल्यांकन में और संशोधन किया जा सकता 
. है। इस सम्बन्ध में आगे अनुसन्धान हो रहा है । 
निर्देश 
. ७. बर्क्स, एल० एस० तथा ब्र्‌ कस, ई० जे० । एनालि० कृमि० 958, 798, 30. 
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४०. |।, ४० ३3, ]|७५ ।968, 792०5 6-66 


व्हिटेकर तथा बेसेल फलनों वाले समाकल 


एच० बी० मल्‍ल्‌ 
गरियत विभाग, एम० आर० इंजोनियरिंग कालेज, जयपुर 


[प्रा्॑त--अक्टूबर !4, 967] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में क्रियात्मक कलन की सहायता से ह्विठेकर तथा बेसेल फलनों से सम्बंधित 
कतिपय समाकलों का मान निकाला गया है। 


3.925(+# ८ 


पफाढछु/थ5 व7ए०एछाॉंगड सैफरबाए०ए ब्यतव छिलडडला ईपाटउं०ाड,.. 89 मर, 8. १४०]००, 
72607ब८पाला: ० गा लगांत, ५, 7, शछाःलद्तंणहु (णा६३8०, ]वंएफ- 


70 (फंड छ8७6९7 506 २79६९९७7७ 3 47ए0एंग््३ रांध्रगत्त बात हट४३९ एफ्रटयं०ाड १०० >लल्ा 
6ए्बाप्थिां्द 99 6 खाला0ठत$5 ० कूकथ्धंणानओों ०० ९एॉपड, 


. भूसिका-पहले की भाँति (४) ज"र//) संकेत का प्रयोग 
9(/) << | ०: 

के लिये हुआ है । पार्सवाल सूत्र के अनुसार 

यदि $() ज्ा४) तथा ४(५)८४0) 


तो हि (0७0) #६४-- (७) 200 88 
2. () माना कि [5, 9. 368] 


(.2) 


795 
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2/(9) >54#7/7#,  (०४7४४)८१०४१ ॥#., ,, (/०) 


हि ह (2/-- ०) ८ ) [. 6*८ । 
न | 864०) । का | (2.0]) 
पन्‍ः2(), (७)-०0०, (००)०-०, 0(०):0०. 
तथा' [, 9. 97(20) ] 
5 7 व ली आय 
#(8) ११०४ (# +)/ ऊकाल/22% 4 4. ४) (2.02) 
तह 07 [नल 2४) 8/-( - ॥./ 4/2& 
* 270(3--|५-/) अर 
0), (४ ॥॥० ०४) 70, //(/+ ०) 7०0. 
(.2) में (2.0]) तथा (2.09) सम्बन्धों का उपयोग करने पर 
घ् हि / )। ९ हे ! रे ५०%!) -| ०) (0 205६ 8 [ 69% । ॥ (४८, ) 
|/ 2 आओ आग आह ०.) | १78 ' (7/ 


८8.4 (]-। 2/2) 


० ही न 8). । हा] 7,0 (00/0)॥ ५ (4॥/2) 6 रात [(7, , ॥, (०/)4/ 


लेखक द्वारा प्राप्त परिणाम [3]| की सहायता से दाहिनी श्रोर के समाकल का मान 
निकालने पर 


" (0 । (26 -0.))67 -(0% | | (्‌ 
| /7* ((-|- ८) " [? (४) ।( दा । ह पर |, ! अब, | ३३ ॥५ | अप, रा 


8/( | ७) ”/[6(४. ०) | 4/(/ | ७) 
हु द्त (6६0) 2/04४7 ["/ ] | 2/%)2 2/:.9 
है 2 ०0 £ (2 | /०-८/) 7 ४ (॥ | 2/«4-7) (65-|-०२) १ (2.03) 


2 
€ /22/[ | ( 
ट+ एक | 4.0. 





--॥४ ) 
2॥ - 2 | 2/, ++॥/, है 


यदि /((०) >0, /(0१) 0, (६१) 7-0, /३ १...» | %--2॥०) 


यदि हम उपयुक्त में 6-०० मान लें तो हमें सक्सेना [8] ढरा दिया गया ज्ञात परिणाम प्राप्त 
होगा । किन्तु राठी [6 9. 67 (4.)] 
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2 
4 मल शत 62 5) मल । (_? ।ए 626 | न्‍ 
॥ 223: पक 8#(7+ ०) 4/3/: (4(४--०) ३४ [वह ०) हि 
9-20-4 ॥7+2/7१27 77] -- 2 (५) 04 
के हनन पिन 7 इटेेइस जि 2] का 9.0-7)6 4+2(४+ 27 (2५ ) 
26 ४ 7/७ और ) 
4०2/:- 2-7, “277; १५) 


यदि 7((०) ०००0, #(०):००, (67) 0, (ई-/४7॥८:2/०) >> 0. 


(2.03) तथा (2.04) की तुलना करने पर 


के उस ०१८ न 2/9- ४, ई।॥/ ) 
8:70 3] 2/.-+-/) (८“--० 5 208 4 28५. 40 (2//-/2-+£7, - 2; श 








०० ॥7+2|४+ थ/ द हि बा ओह 
हल 72 + नए) बी कई १ 2/0--2+7, -/ )) न 


(४) ग्रब माना कि [53 9. 369] 
पए/( ७) +- 2/6%%, (26/था/# (८५) 
5 हे -+०)८ । | ८0, 
दस 777 4 /2 
#77/(ह8-- 2०) €हूछ | ४2 हि जो (2.06) 


8(7), “0/#)>0,; (०) >०, (०) ००0. 


तथा [2 9. 373 (25) ] 





४७)-#/+०)०० १८४६०” ३, -३, ३७, $+%) 
पा हल यश 
+98-0 क्रो (2 ६१ ० ६-०, (३) 55. (2,07) 


| (6), 2(9)-0, 2/(५--०>>0: 


(.2) में (2.06) तथा (2.07) सम्बन्धों के उपयोग से 


64 एच० बी० मल्लू 


[,7//७+०7१७५३७-/ । [६ 728)2 कि) 


| 
१7६ (व (न 62 । न . 2 न री कप 3४) रथ 


इक | 6?77#,  (267/%7/ 246, (०४) 5, (8/॥) 6& 
0 


दाहिनी शोर के समाकल का मान एक ज्ञात परिणाम [9, 9. 365 (5.8)] की सहायता से 
निकालने पर 


(7 /श+०) 7१(४--2०) 77/१ छक | गा धन | 





8-८०) * । | 


(5-० /५ 230 (व | ॥ नव) द//व4787 


७॥(० व | 277, (६ ३9 +-ई-०+ १७, )-|./, 7#, - -॥ /) 


(2.08) 


पा रे 


यदि ४(०)>0०, 2१(४)>०, ॥(७)>0, श्रब ८-३-८ होने पर हमें ज्ञात परिणाम ' प्राप्त होगा । 


() माना कि [7] 


_ ॥/2१ (8] (कक 6 उह ॥ 
४0) व्ॉन22, (467 )०क[ 69 अमन ॥॥ 3॥५, लक (2.09) 


ग्प || 00%/5.. «- |)“१/8 5७% | | लक दः | ह। ६46 ) 
( | /) ५: ४५१) 6(( ] 0(% ४, - ] ) भू () (2(5 हे | || 


26), 2(७)>0, #2(७)>0, 6०0, ५७.0. 





तथा [7, 70. 785 (34) ] 


८० /४/) |(/2 


8(8) ००#१४-१ ८००५४ ॥4 (6) 


2 ८4 (] [-/८) कर 
तह कि) (2.0) 
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न 8), (60)>0, 7(०:/४/७):००. 


(.2) में (2.09) तथा (2.0) सम्बन्धों के उपयोग करने पर 


०0 | 2 
/2-0 2्ड्ट -/2 ,-८३/87 और ।' 
| (60 5 -- ] )77/5 कफ खछ़ाह्क््या) 


626 6 * 
2५ उ/०/ 2 । छा) २4/ -74/23॥[/. नहा 4४. 


८4 (]-- (७) 


अल ता फहकज्कन _+ हा 2-३. 4/& १/8 
हक हा) मे 2 6 कद 6 3, 
34. ' 5:---3॥० प 
ड़ लक अप 0 0 लीक 





दाहिनी ओर के समाकल का मान ज्ञात परिणाम [4] की सहायता से निकालने पर 


00 2 
7/2-2/] 672/2.।_ ]१-3/2,--८02/8# कप आननित कमल तल 
| [ (468:/5-- ] )7 2/ 5 ९50. | काहःकयाः 


का ८०0 । 64 
उ॥/ | छकरयाय। 24 /-/23 न क) 4४. 


हि आ ८2%-०४(] _.) (८0#+श 
+ ८05० ग०४ (०-+//2) 772 ( +/४+7)६(०४४--७१)/4॥07/##27 (2,]]) 


27:4॥८ [ -4/०, [ +ई/८ 


2-7/४-7 2-॥८ 
2 
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> 0585 ( ञ 





यदि 7 (30७--2०)>0, /:/(०)->0, /7(८४)>००, «>0 


जब ४->0 तो हमें ज्ञात परिणाम [!, 9. 25] प्राप्त होगा । 


निर्देश 
,  एडल्यी, ए० । व0]68 ० वजा65878) पफशाई07775, भाग ॥, 
मकग्राहिल, न्‍्यूयाक, 954. 
2, वही । वब्ी268 6 गशाह878) ॥7०॥8707775, भाग 7], 


मकग्राहिल, न्यूयार्क, 954. 
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3. मल्लू, एच० बी० । मोनटशफ्ट फुर मंथमेटिक में प्रकाशनार्थ स्वीकृत । 
4. वही । त्रही । 

5, राठी, पी० एन० । जन ० लनन्‍्दन मेथ० सोसा", !005, 40, 367-69, 
6. वही। विज्ञान परिषद्‌ शअ्रनु० पत्रिका, 7065, 8, 63-69. 
7. वही । पो० एच०डी० थीसिस, जोधपुर विश्वविद्यालय, 965, 
8, सक्सेना, आर० के० सेमिनारियो सेथमंटिको बासेलोना में प्रकाशनार्थ 

स्वीक्षत । 
9. शर्मा, के० सी० । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस (इंडिया), !004, 30, 


3060-00, 


४ [373 ?३०+5॥92 6 /४॥0ध53॥0[937 ?9६7[[८9 
४०!. ||, ४०. 3, ]|॥|५ |968, ?३४०६५ |67-69. 


पेलेडियम([)-डाईमेथिल एमीनोईथन थायोल संकीर्ण 
का चुम्बकोय एवं स्पेकक्‍्ट्रमीय अध्ययन 


प्रकाश चन्द्र जेन, हीरालाल निगम एवं सुभाष चन्द्र सिन्हा 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[प्रात--जुन 75, 968 |] 


सारांश 


पेलेडियम (!7)-डाईमेथिल एमीनोईथेन थायोल 2'0--0'4 पी-एच पर एक पीला संकीर्ण बनाता 
है । संकीण ठोस श्रवस्था में प्राप्त किया गया है और विश्लेषण एवं चालकतामिति द्वारा उसका अध्ययन 
किया गया है। शोषणा स्पेक्ट्रम में 27880 सेण्मी० 7 तथा 4435 से०ण्मी० 7 पर संकीर्सा का वर्ग 
समतलीय दिक्रसायन सिद्ध करते हैं। पेलेडियम (77) के अन्य संकीर्णों की भाँति प्रस्तुत संकीर्णा भी 
प्रतिचुम्बकीय है । प्रस्तुत संकीर्ण में लिगेण्ड एक-दन्तुर है । 


स्‍39&#2८६ 


श्यटॉाट गण ड9९०६७७] डप्तार९ड ठत 3 एव (7) ठांखलााएं बत्यांत०2्वमार९ ईपंठी 
००४7०फाएड &7 79. ७. ०४०, ज्त. 4... ऐिछुणछआण बगावत 8.0. 877099, (प्रल्ाआंट्यों 72007300765 
[7एलडाए ० अाद9]290, 29079 02वें 


25 (77) #85 97660 #0ए770 ६0 ठका 2 एलाठए ८०6 सांग तंशदपाजं. 2777057097८ 
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288887८व4 ६0 486 ८०य्गुआ6ऋ 38 ९एांवेश्ाटलव 97 39768787८९ ० ६76 596८४वा >्यर्त 2 29880 
छाया 276 4435 द्का?, ॥४6 ८07ए65 78 तांक्रा7887600, 35 €5ए०6टांटव, 76 श8००व० ००062४5 
६0 €राफिणा। 46 काणा0-त८ा 86 720प76 70 06 ए768००६ ८077965. 


डाईमेथिल एमीनोईथेन थायोल-हाइड्रोक्लोराइड ( जिसका संक्षित नाम, >श०फऋप' ), 
((ति३),.४,५पछ, (छत, 5-५! का वर्णन पेलेडियम (7)* के लिये रंगमापी अभिकर्मक के रूप 
में किया जा चुका है परन्तु इस संकीरणं को ठोस श्रवस्था में प्राप्त करने का प्रयास नहीं किया गया है । प्रस्तुत 
शोध पत्र में इस संकीर्ण के निर्माण एवं संरचना के अध्ययन का वर्णन किया गया है। पैलेडियम(77) 
के सल्फर लिगेण्डों से बने संकीरणों का अध्ययन इस दृष्टि से श्रधिक महत्वपूर्ण है क्‍योंकि ये संकीर्ण 
पर्याप्त स्थायी? होते हैं और सुगमता से सल्फर-सेतुओं का निर्माण करते हैं । 


68 प्रकाश चन्द्र जेन, हीरालाल निगम एवं सुभाष चन्द्र सिन्हा 
प्रयोगात्मक 


0.2 0४ 26८, विलयन के 25 मि०्ली० को डाईमेथिल एमीनोईथेन थायोल के समग्रणुक 
विलयन के !00 मिण्ली० के साथ मिश्रित किया गया। दोनों विलयनों का माध्यम जल था। 
70870 7' का मानक विलयन श्रायोडोमिति की सहायता से तंयार किया गया । मिश्रण का 
पी-एच 20 तक लाने पर एक पीले रंग का अवक्षेप प्राप्त हुआ।। अवक्षेप को निस्यन्दक' पत्र से छानकर 
जल एवं ईथर से अच्छी तरह धोया गया । संकीर्ण को 70-80? पर सुखा लिया गया । संकीर्ण की 
लब्धि !:5 ग्राम थी और यह 225? पर विच्छेदित हो गया। डाईक्लोरोबिस (डाईमेथिलएमीनोईथेन 
थायोल) पेलेडियम (7) हेक्साहाइट्रेट, [24 (58, 778),0॥ |. 68,0 में विभिन्न श्रवयवों की 
प्रतिशत मात्रा निम्त प्रकार होनी चाहिए थी : ह 


संकीर्णा के विश्लेषण द्वारा अवयवों की' प्रतिशत मात्रा निम्नलिखित प्राप्त हुई : 
ए?052-3%, 85280,, (7०-20'95, % , 77.56'54%, तथा 7० 9'8/%, 


संकीर्ण जल में अल्प विलेय है जिससे पीला विलयन प्राप्त द्वोता' है। इस बिलयन की सिल्वर 
ताइट्रेट से अभिक्रिया कराने पर कोई अ्रवक्षेप प्राप्त नहीं होता है। संकीर्ण का जलीय विलयन' विद्युत 
प्रनपघस्य है (५७:०6 म्हो०, विलयन की सार्द्रता 57 2» 0- 08) | श्रल्प मात्रा में विलेय' होने के 
कारण संकीर्ण का अणुभार ज्ञात करना संभव नहीं हो सका । ग्वाई विधि द्वारा चुम्बकीय अ्रध्ययन से 
संकीर्ण की प्रतिचुम्बकीय प्रवृत्ति का बोध होता है। (:४७०:-०998] :: 0"7 स० ग० सा० इकाई 
304" परम ताप पर) । भ्रासुत जल में परकिन-एल्मर स्पेंक्ट्रो कार्ड (7]ता-गशाटा' #96077००7५) 
द्वारा संकीर्ण का स्पेक्ट्रममापी श्रध्ययन करने पर दो शोषश शिखर (/.)४०००४०॥ ए८४४६४) प्राप्त 
होते हैं, जिनकी स्थितियाँ क्रमशः 20880 सेण्मी०7 तथा ॥]435 से०मी०7 पर हैं । 


विश्लेषण द्वारा घातु तथा सल्फर में :2 की निष्पत्ति पाई गई। पंलेडियम(॥) प्रायः 
चतु: उपसंयोजी वर्ग समतलीय संकीरशों का निर्माण करता है जिनका संकरणा (799ण८ता80007) 
40 58 59* होता है एवं उनकी प्रकृति प्रतिचुम्बकीय होती है ”। 


संकीर्ण के शोषरा स्पेक्ट्रम में दो शोषग शिखर क्रमश: 20880 से०मी००* तथा 4435 से०मी० 7४ 
पर प्राप्त होते हैं। जोरगेन्सन” ने डाई थायोश्राई्सेलेट, डाई थायो काबनिट तथा डाईथायो फॉस्फेट लिगेण्डों 
के वर्ग समतलीय संकीर्णो के शोषरा स्पेक्ट्रम में इन्हीं स्थितियों में शोषण शिखरों का उल्लेख किया है । 
प्रस्तुत संकीर्ण के शोषण स्पेक्ट्रम में प्राप्त शोषण शिखर निम्नलिखित संक्रमणों (४०॥४४078) के 
परिणामस्वरूप हो सकते हैं । 

29770 से० मी०१ 70 0--»फ् प 


44935 से० मी ०7 ॥...7.,/ (आवेश स्थानान्तरण के कारण) 
श्रतएव, संकीर्ण का स्पेक्ट्रमी एवं चुम्बकीय व्यवहार पंलेडियम' (!7) श्रायन के ' चतुर्दिक वर्ग 
समतलीय दिक्रसायन की पुष्टि करता है । 


पेलेडियम (77) का चुम्बकीय एवं स्पेक्ट्मीय अध्ययव ]69 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकगणा इवान्स कंमेटिक्स, न्यूयार्क के श्राभारी हैं जिन्होंने 0204 भेंटस्वरूप प्रदान किया । 
लेखक (प्र०च०जं०) औद्योगिक एवं वैज्ञानिक अनुसंधान परिषद, नई दिल्‍ली के आथिक सहायता के लिये 
भी श्राभारी है । 


निर्देश 
. यो तथा बर्क। | टेलेप्टा, [963, 40 (2), 267. 
2. जेन्‍्सन । जेड० अनागं० केम०, !935, 252, 97, 5. 
3. वबहीं। वही, ! 944, 252, 226, 
4... चेट तथा हार्ट । जने० केमि० सोसा०, 953, 2363. 
5. लिविग्सटन तथा प्लाउमेन । जने प्रोसी० रॉयल सोसा० (एन० एस० डबल्यू० ), 
]952, 85, 6, 
6. निगम तथा सिन्हा । इण्डियन जनें० कमि०, 966, & (8), 372, 
7. निगम तथा कुमार । एक्टा० किम॒०, [966, 48 (3), 29. 
8. जोरगेन्सन । जनें० इनागं० न्‍्यूक्लि० केमि०, 962, 24, 57], 
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आरएण० के० मेहता, एस० पी० राव तथा आर० सी० कपुर 
| प्राप्त--जून 70, 968 ] 


सारांश 


कव्ता), 6007), संता), 2007) तथा ८१४7) के »-सेलिसिलिडीन ऐंश्रैनिलिक श्रम्ल 
शिफ क्षारक संकीरों को ठोस अवस्था में पृथक करके उनकी तत्त्वयोगमिति तथा चुम्बकीय प्रवृत्ति का 
निशचयन किया गया है । इन संकीरों में घातु-लिगैण्ड - तत्वयोगमिति !: पाई गई । इन यौगिकों के 
चुम्बकीय आँकड़ों को उनके चतुष्फलकीय संरचनाओं के आधार पर विवेचित किया गया है । 


<$97560#४932८६ 
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हाल ही में हॉम इत्यादि ने शिफ क्षारक संकीर्ों का सर्वेक्षण किया है । इनमें से सैलिसिल्डिमीन 
संकीर्ण, जिनकी संरचनायें । तथा 77 प्रकार की हैं; अधिक महत्वपूर्ण हैं 


4 3 कै 3 ५ | 

हु ध्ु 0 ५ 5 (कर हे | 

ह [/॥१ | 
ही ॥ रत हर /' ऐ के अ & > रत जि 
१ ्‌ है | 

। "क छा 


जिनमें ९, < तथा 5 क्रमशः सावंत्रिक नाइट्रोजन वलय तथा सेतुनिर्मायक समूह प्रतिस्थापक 
हैं" । इनके अतिरिक्त, शिफक्षारक संकीर्ण की एक और प्रकार की संरचना,!!!, की सूचना दी गई 
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भर 9 । बा 
3. 8, जा 

प्रा 
जिसमें 7. साव॑ त्रिक आक्सीजन तथा 3 फेनिल मूलक है । 


इन संकीरणों की सबसे रोचक बात उनका चुम्बकीय आचार है जो » की संरचनात्मक प्रकृति 
प्र तया चतुर्थ उपसंयोजकता स्थिति घेरने वाले लिगेंड की उपस्थिति अथवा अनुपस्थिति पर निर्भर 
करता है। इस प्रकार (77) के धातु संकीर्ण दो समूहों में विभक्त किये जा सकते हैं | प्रथम समूह अप- 
सामान्य आधूर्ण प्रदर्शित करता है और वे त्रि-उपसंयोजक संयुग्मित लिगेंड इकाइयों से जो समतलीय 
हैं बने होते हैं। कुबो इत्यादि” ने प्रदशित किया है कि द्वितीय समृह सामान्य आधघूर्ण प्रदर्शित करता है 
ग्रौर उनमें दो संरचनात्मक प्रतिबन्ध होते है (0) 3 से निर्मित छह सदस्यीय कीलेट वलय, जिसमें एक 
ऐरोमंटीय बन्ध होता है, की उपस्थित (४) कार्बोन्रिल समृह की उपस्थित । ये दोनों प्रतिबन्ध 
8,--0--0६८७,८०00 द्वारा, जो ऐशरेनिलिक अम्ल (मशरर66पस ४005) में उपस्थित रहता है, 
संतुष्ट होते हैं । 


४- सैलिसिलिडीन ऐंश्वैनिलिक अम्ल द्विप्रोटिक त्रि-दन्तुर है जिसमें एक कार्बोक्सिल, फिनालीय 
हाइड्राक्सिल तथा एक इमिनो समूह होता है जो इसकी संरचना (7५) से स्पष्ट है। फलतः इस लिगेंड के 
साथ बने संकीर्णों में घातु आयन की चतुर्थ उपसंयोजकता स्थिति की पूति एक जल अरा अथवा पिरिडीन 
शरण द्वारा होनी चाहिए । 


हि 


प्रयोगात्मक 


इस अध्ययन में प्रयुक्त लोह, कोबाल्ट, निकेल, जिक तथा कंडमियम के लवण वेइलेषिक अभिकर्मक 
कोटि (8708) के थे । ऐंश्रैनिलिक अम्ल (..70) को बिना शुद्ध किये ही प्रयुक्त किया गया । सेलिसिल्ड- 
हाइड (!..९) को पुनः श्रासवित करके प्रयुक्त किया गया । 


अशणाभार निशचयन के लिये गलेनकंम्प श्र्धसूक्ष्म एलुबिश्रोमीटर प्रयुक्त किया गया। दहन 
विश्लेषण होसली की वेद्युत सूक्ष्म दहन भट्टी में किया गया। चुम्बकीय प्रवृत्ति मापनों के लिये राज 
दरकार तथा कम्पनी, बम्बई, द्वारा प्रदत्त गॉय उपकरण का पयोग गया । 


| 74 ग्रार० के० मेहता, एस० पी० राव तथा आर० सी० कपूर 


४-सैलिसिलिडीन एऐंश्रैनिलिक अम्ल तथा #6(77), 00000), ता), ध्ण(एा) तथा एव) 
के साथ इसके धातु संकीर्णों को फाइफर” की विधि द्वारा तैयार किया गया। पिरिडीन धातु-संकीणों 
को जलयोजित धातु-संकीरणों से पिरिडीन के उपचार द्वारा निभित करके उन्हें विशुद्ध क्रिस्टलीय श्रवस्था 
में पृथक किया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


इन संकीर्शों की तत्वयोगमिति का निश्चयन उनके तात्विक विश्लेषण तथा पिरिडीन को 
विज्ञायक के रूप में व्यवहृत करते हुये एबुलियोस्कोपीय विधि द्वारा श्रणुभार के द्वारा किया गया। 
विभिन्‍न संकीर्णों की चुम्बकीय प्रवृत्ति का मापन चूर्णा अवस्था में किया गया। प्राप्त परिणाम सारणी 
! तथा 2 में संग्रहीत हैं । 


४८ (7), 0० (7) तथा ऐश () के घातु-संकीर्ण समचुम्बकीय पाये गये किल्तु <॥ (77) 
था (५ (0) के घातु-संकीर्रा श्राशा के श्रनुरूप प्रतिचुम्बकीय थे । जलयोजित तथा पिशिडिनो-संकीशों 
के चम्बकीय आधुर्ण प्रायः समान देखे गये (सारणी 2) श्रौर उनके मान चकरान्मानत्र (७[४॥ ०॥9) 
ग्राघूर्णों के समतुल्य हैं जो इन संकीरों में क्रशः 4५ 3 तथा < श्रयुग्मित इलेक्ट्रानों की उपस्थिति के 
प्रनुरूप हैं। इन भ्रयुग्मित इलेक्द्रानों की संख्या वही हैं जो उनके संगत धातु शआायनों में विद्यमान है। 
ग्रतः वे »११ संकरणा प्रदर्शित करते हैं और सम्भवतः उनकी संरचना चतृष्फलकीय है। इनके तात्विक 
विश्लेषण एवं ग्रण भार निशुचयनों से (सारणी !) 7:। धातु लिगेंड तत्वयोगमिति दृष्टिगोचर होती है 
आर इनसे यह संकेत मिलता है कि ये संकीर्ण ठोस श्रवस्था में एकलक के रूप में विद्यमान हैं । ये फल 
ए९ (7), ०८० (7) तथा ऐश (77) संकीणों के लिये पूर्बसुचित मानों के अनुरूप हैं। फलतः इन 
संकीरणों की संरचना चतुष्फलकीय हो सकती है जो निम्नांकित प्रकार (४) की होगी 


जिसमें ४८ £#6 (7), (४० (77), या ४ (7]) 
(च्,") या 2५ 


इस शिफ क्षारक के 29 (77) तथा ५० (7!) संकीरों में :। घातु लिगेंड तत्वयोगमिति पाई जाती है 
जिसकी स्थापना तात्विक विश्लेषण तथा श्रण भार निशचयन से की गई है । फलतः इन यौगिकों में भी 
(५) में प्रदर्शित संरचनायें हो सकती हैं । 


हर परिणामों के सुक्ष्मावलोकन से यह विदित होता है कि .४- सैलिसिलिडीन एऐंशैनिलिक श्रम्ल तथा 
>> सेलिसिलिडीन /# एलेनीन के चुम्बकीय श्राचरण समान हैं” । प्रस्तुत शोधों से यह सिद्ध हो जाता है 


“-सैलिसिलिडीन ऐंथु निलक अम्ल' के धातु-संकीर्ण [75 


कि इन लिगेंडों से व्युत्पन्न सामान्य कोटि ॥77 के संकीरों की विशिष्टतायें ऐरोमेैटीय वलय की उपस्थिति 
या अनुपस्थि ति पर निर्भर नहीं करतीं वरन्‌ उनके संकीरों में सामान्य एकरूपत। का कारण कार्बोक्सिलीय 
समूह की /- स्थिति पर ऐजोथीन समूह में नाइट्रोजन परमाण की उपस्थिति है। ये परिणाम किशिता 
तथा श्रन्यों? द्वारा शोध किये गये “४-सेलिसिलिडीनग्लिसिनेंटो ४८० (77) संकीर्णों की भाँति हैं । 
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क्‍ एस० डो० बाजपेयी 
गरिणत विभाग, श्री जी०' एस० टेक्नालाजिकल इंस्टीच्यट, इंदौर 


[प्राप्त--जुलाई !, 7967] 
सारांश 


पं प्रस्तुत शोध पत्र में माइजंर के ७ फलन सम्बन्धी कुछ प्रसार सूत्र व्युत्पन्न किये गये हैं । इन 
प्रसारों से मेकराबर्ट के / फलन के लिये दो प्रसार प्राप्त किये गये हैं। विम्प, ल्यूक तथा माइंजर के 
कई प्रसार सूत्र हमारी विशिष्ट दक्षाओं के रूप में प्राप्त होते हैं । 


375[7723८ 


8०९ लडबएशस्‍डांग्ा िक्काप्रोग्ट ०-5 शिल[ण्ऑैॉड 6 -फ्रिटागा, 29 8, 2. 8५]7थ४व, 
उ>च्छगंप्पथार 6 90०68, 5 . 5. "मण0झ्ञंव्बों ए्डगापा|ल, गत06 


कि कांड एथू/० इगाा6 <छएशाओंगा तिक्रापाॉबल 7ि ४८०६ ए -फिलां० ॥48ए6 96०7 १&7ए९6, 
एफगयण 0766 ल्|एक्याडं०ाड ० दाएबांणाड 0. ०८२००क05. के. प्रिालतं०00 76 १८१८८, 
0 एफ ० कफुगाडणत खिम्रापाॉ4३९ तुपद ४०0 श्ञाप्रफ़, पाए ब्णदं लक लात व35 ०7 
फटा 0282४ 


. श्रागे हम संक्षेपण की दृष्टि से & दारा 6, ५५, ३५७; (०७)/ ढारा व (०) तथा /5(०, «) 


0-- लो ५ 
द्वारा हु 4028 ध् इ 3 **- हू प्राचलों के समुच्चय को व्यक्त करंगे। 





उपपत्ति के लिए निम्नांकित सूत्रों की आवश्यकता पड़ेगी :- 
. (6९१3) ठ्शण ]-. //१४ ८ 
[०-० ७4५ [«ह्रो४] 
कह अल 7+]) 8-7-8 
7 & 





दुए+92 2 2 (७, --०), ०७, /५(0,०--०) | 
924 ॒ 228 [4 । (७ लक 04, 4५ (0,--./ -7/0--० )| (50) 


कै? 7 


78 एस० डी० बाजपेयी 
जहाँ  धनात्मक पूर्ण संख्या है तथा ः क्‍ 
#--4< 2(%--४), «४८ ८ (४--#-7/#--44) 7, ४ 8>-, “00(०--१४५) 2 -- , 
जो [5, 9.98,(3.2)] से श्रनुसरित होता है । 


०० | 
3.2०4 ०- दर 9 84 
|, 8० 35 8») ७ |! | 0 ४ 


__9/+0-7/2(2%7) 7/2-7/46 (7+83 # 8 [८8० 


८“ (6, ]--/), ०, ८४ (8, ०-- --) 
/०* ?+ 40 2 4+ ७ 22 4० < | (4.2) 


| “0 (0, «-/8--2-+-), 2५ 





जहाँ 8 धनात्मक पूर्ण संख्या है तथा 


2-५६ ८2(४४--४), | ८४९ 2 [< (४-78 -०३१--३५)४५, <१४(/-| 000) > 0. 


जो ७ फलन को मेलिन बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में व्यक्त करने [, 9.207,()], 
समाकलन के क्रम को बदलने तथा [ 3, 9. 292, () ] के प्रयोग द्वारा तथा गामा फलन के लिए गुणन- 
सूत्र द्वारा स्थापित होता है। ््ि द 


|+ #] 
0 ,- 6८ /ग5 थे $ 
| 0 6० ०, ५ [&४ 





)] प्र 
8, 
/ | | ५ 6 6 8 2५ 
के कि 0 रा 
हे 0/ 09, 
'जहाँ ० धनात्मक पूर्णसंख्या है तथा. ्््ि 


4 


8 55 अीनाइडअल.0), | ढ़ ८|< (00-8-3/--34)%, 2७(8५५--४) बल 
जो [ 3, 7. 49, (5) | का सार्वीकरण है श्रौर सरलता से व्युत्पन्न किया जा सकता है । 
हि 2. इस अनुच्छेद में हम निम्नांकित प्रमेयिकाशों की स्थापना करेंगे: 
प्रसेयिका . ः छ | 
() माना कि निम्नांकित में से कोई भी ऋणात्मक पूर्ण संख्याएँ नहीं हैं । 
8४-- का ) 0 ८ स््ट्ा का 3 ५-/न-ग; 0-6, 
जहाँ ४-50, , 2,..., $-... ः 


माना कि /--4 ८ 2(00४--8), | ० ८ |<< (--४--३/--१9) 7, 
रु ९८(॥८--० नी 96,,) >> लक || ५ रेट ०१० हा [ 9 4१८ 3 7-० * 


माइजर के ७ फ़ंलन सम्बन्धी कुछ प्रसार सूत्र '4.79 


(8) माना कि & घनात्मक पूर्ण संख्या है तथा #, 9, # तथा # या तो घनात्मक पूर्ण संख्याएँ हैं 
या शून्य हैं पे पे 2-५ 2 ४] 
/<€:4५- 7 या /54 तथा [<,/<7, 
0<:/#75:.63 05% <. 8; 4-४22. 
(क्‍9) माना कि 0<:०<:, «८50. 


(ए) माना कि “०-20 < 2७ + है. 


४. जज , | गा हा ह 6 $-7-3 जा (०--|8--2/४--) 7० --१+-२४-- £) 
2 [६० ह | 6 जाआ (00० आर बक 
&8,--॥-०), ७, &(90,-) .  -+ ४“ ] ." 

(५ (0,--/०-+-२४), 8५, ८५ (9,-- --८--/१--॥८-+४) 
7 ४, ४/+-०-+-8+-- 7 
ही | की हु 


777+6 $. ॥+- 6 
(ः +20  4+46 | 





. (2.]) 
अथवा वेकल्पिक रूप . के द 

की 8 अल मम कु पक 
8५ , बन ) ८...)/-0० ह 04 री 


८ (2४० ॥+28 है है “5 (० |“) ८ (0 जय 2 ५ ह | 
?+90 0] 8५ ८ (0, /--/०), “5०9 शत 200०६ 8-75/0/75 | ही 
(,(+ब्न॑का। 
2 हे ] | (2.2) 


जनक 
ु 


८०/८/४ | ८०१ 
2 





है 


उपपत्ति : 


(2.]) को सिद्ध करने के लिये माना कि क्‍ 
[ 7779 ) 775 ८०% हु कं » ०० ) (&) ह पा 
( तर ) न्‍; | [ ठ ) ४] 3 फिर ५ (2.3) 
.। - (2.8) भें दोनों ओर (--2)%(--2007%/# (५) द्वारा गुणा करने पर तथा & के प्रति 7! 
से ! तक समाकलन करने पर, (!.) का व्यवहार करने तथा जेकोबी बहुपदियों के लांबिक गुणा घर्म के 
कारण [3, 7. 285, (9)], [3, 9. 285, (5), हमें विवश कक 2 आन 


(०-+/2--29-+-7) /(०--(--7--) 
4(०--५-+-१) 0778 





(> 


77+ 85 ॥+ 6 ८“ (0,--/४--०) 43 “(0,--/८) । 4 
0५-28, 4१४8 [८ 0.(0,--/४+-2), ९५ ८५ (09,----०--१--०-+) कट 


. ॥80 . “' एस० डी० बाजपेयी . 
2+ 4<2(0--7), [०४ 2|< (॥+॥४-३/४--३५)7, ४ ००० --, ४ 7>०-, - ! 
7४ (/४+-०+ ०४४) >> -7 « प्राप्त होगा । 


अरब (2.3) तथा (2«8) से हमें 


धन 73 77 | तर “| 2 | 
[ 9. ) छः थ ८ (स्तर 75 


» (&-+/2+2//--) 7(०--/१+-४/+ ) 8-7- 8 


८००... एब्नेज+) 8) 
४/+83 ४8 ८» (0,-7/-- ०), ०#, 4५ (०,--/०) (580... 
0/.,283 4+28 | 2५ (0,-॥८+ ४), 8५, ४५ (0, - _«-8-/-./) | का पथ 


मिलेगा। (2.3) में (--)/25% रखने पर तथा [7, 9. 254, () ], का व्यवहार करने पर (2.) 
परिणाम की प्राप्ति होगी । । 


स्वंसमिका (7067४0४४५) से 


हे +86 | “(0,--/४--०) 4$, ८» (0 -/४) | 
अल व ८ (9,--/४ + ४), 2५, 2५(0,----०-१--/४--२४ ) 


। _ (- )% 773 7+286 | 5 (0 (४) 3 7 प (9 --|८--०), 6|) ] 
/+203 (+206 9८५ /५(७, --/४-+- ०४), (४ (9, -- ]--०- /--॥४) (2.6) 


जो ७ फलन की परिभाषा से अनुसरण होती है (2.) से (2.2) परिणाम प्राप्त होता है । 


प्रमेयिका 2. 


(४) माना कि निम्नांकित में से कोई भी मात्रा ऋणात्मक पूर्ण संख्या नहीं है । 


9#7 पा ;.0॥ +- 





(70) माना कि 7+4<2(&न-%), | 8 ८ <(७--४--३6-34) 7, २४ (/४+०--०/॥) 7० “7 
(६८ ०7>--. 


| 


(77) यदि 9 धनात्मक पूर्ण संख्या हो तथा 8५ 4 % तथा # धनात्मक' पूर्ण संख्याएँ या शुन्य 


हो तो छ् 
?<4- या /55व तथा [<०१|<, #-+-०9&€4- ] 


0<#7<:.40; 0<:%#<€ --86>>7 


माइजर के ७. फलन सम्बन्धी कुछ प्रसार सूत्र क्‍ 8] 
(ए) माना कि 0<७०< ००, «550. 


(ए) माना कि “7०--208४< 2/:-+ ४ - 





तो द क्‍ 
८ का 08#+०५८+३/8 (० व) 7/2-7/2 6 ०० 52 
(७(१!४ 7 | 0 धर 2 । री पक शा ही 
2 2, 4 कक 9५ £ (८-4) 2. आ-० क्‍ 
6 43 0, अत /४(9,--/) -अ 
77+ 6 3 ॥+ 0 | $9 | “3 (४-7०), 4५%, | |। | | 
#+१०, 4+० [<0 | / (8, ४-...), > जम |" (2.7) 


या सका वेकल्पिक रूप 


ण्ध्द्यणदु (2७४४ | ८9 | मा 9) (-- 00 50 
9 है 8 


8८ /(०--) ! 
ही कि 60 | 
लकी | के 8.0, /५ (8, ४-०) । किए मी 
उपपत्ति : (2.7) की स्थापंना के लिए माना कि 
७ दाण 2 | क ६५2:०(०) (2.9) 


(2.7) में दोनों ओर «०९४०४ ?(७) से गुणा करने पर तथा ० के प्रति 0 से ०० तक समाकलन करने 
पर, (.2) का व्यवहार करने तथा लागरे बहुपदियों के लांबिक गुग्ाधर्म से [3, 0.293,(5)], हमें 


रे 200 किक 0 0 (!0/83 ४४8 | 88 ८“ (७, --/७--०), ०३५ ८53 (0 स्ज 
हलक जग 288, बह6 | 20 0 (80-5003. 20 (2.70) 


#+-4<2(6+%8), |#ड़ ८ (&+-#-३#-349) 7, रऐे (।--०००४४) >> -7, ४ ढ6०-!. 
प्राप्त होगा । 


श्रव (2.9) में ८४ का मान (2.0) से प्रतिस्थापित करने तथा [7, 9. 200, ()], का उपयोग 
करने पर (2.2) की प्राप्ति होगी । 


सर्वेसमिका के आधार प्र 


(0793 8+ 86 | 28% “५(० "ए (४ ५), ५#; “(0 -:/2) 


2+20 , 4+० ८ (9, ४-४), १५ (2.44) 


" न 73 77720 6 “५ (0 --/४) ८3 (9 -+|४--०) , 6 
+(-)* लए ५ | ० कि ली "| 


लि :: +'. एस डी० बाज़पेयी .. 
जो ७ फलन की परिभाषा से स्वतः स्पष्ट है (27) से (2'8) परिणाम आप्त होगा । 5 
3. प्रभेय . 


0) माना कि निम्नांकित में से कोई भी ऋणात्मक पूर्ण संख्याएं नहीं हैं :-- 


की + 0०.----2 ., ., हु पे 
9; न ह ० 9 89% लक 9 /; || | 8; (5 जहां शल्य 0,4 2 0-- 4. 


(४) माना -कि # +-4<-2(॥7--7०)५ | 4॥ 2८८ [<< (0 + ॥-- 4 / हक 0 ले ' 
7७ (:-+-गरन- 99%) 70, 20४ (२-०६) >> 0, (४ ०६०० 0, “८ (09,08-०,) >> “5 7, 
70 (889,,,-- 4.) 772 --], 2२८४ (- -०-॥५) >> ५7 , ४ (- -॥) 7० “7 


4 


(8) माना कि 9 धनात्मक पूर्ण संख्या है और 6, ०, ?, 5, 6 ४, # तथा & या तो धनात्मक पूरा 
संख्यायें हैं श्रथवा शल्य हैं. । 


749 €< 4+- 09 -ं या #-+:7056+30 तथा (८७० |<] 
#-+-705< 4--(४--)0--] या #-+-४9 4 -+ (न )0 तथा |४|<] 


0<#%#< 4; ७ 2<: # ; 4+ 352 
. (९) म्राना कि ++हनी क्तड॒ा का न भी ली ) 
(४) माना कि 0<०<:, ८550 


(छा) माना'कि' < ६:-- 2“ ४+:४ 3 27 ०7--2008,0< (3-7) ( -- ७) ४ 2(0- ३ 


+%-- हा 7 >0, -+- ## 5 व 2 पैक, 
त्तो 
कट पक हो 5 
/ 677 #।१० | पा १ ०/5०/ | ४7 ॥/८ 2८ न 
न कप 92 “0(0, ०५) | 4(-4:-/)४ ६०५ | (४ ह 


05 मम कल 2 
5 है & ज् । शक 


| 2५... न पछक के 
$ ४ 
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न (है) (/-+४) +5(४ 77 ई-+ _) न 


जज, पा 
कप )0(9 4 2.४) 7(+--.४) 
(07 गन (६४) 6 | 0,258) 200 [--०६८॥४)५ | 
?+(+7)0_4+(४+8)0 [| /४ (0 ४-- »), /६ (9, --|४ --४), /३४(9, | 8,/--/2) 


्रः 7! गण न की ८» 77 /४, 5 9 6०१६-४८ गम 
्‌ [॥८+2 ६ | ] हर | ड 


अथवा इसका वेकल्पिक रूप की 8 को. 6 पक 3 2 


05677) 


(2 ८0 6 ८ ४ 0 ५) ह। | (कर 3 दमन िलि मर 8. खत: 457 ४ िल+ / दल 
८० 7+१0 . ६+50 [2० 8५3 /६ (0 धरे /(--6४,--/«) है (०६) पा 


>६ (शित्री) 7 /8(0-7) 0+#-$-/+7) हे ८] पल धन < ०] पा | 
ह के ह 


नी (75) (ह+78) नई (४-7) ८ * 


हो जल 5 ता ह 
श्र की ... ४7 69..043)8> ध+(४+ 2) 0 


(«| गा ] 


परत, >भ-ग/» मिस ०००7] 


2६ ककक्+ शी हर | मल, 


(3.2) 


उपपत्ति : सर्वप्रथम हम (3:) को ४८0, /5-7, ०१८८०, के लिये सिद्ध करेगे। अर्थात्‌ 


(0, ८०) !/] 4 (4-7८:-/८) 
84, ८५ (0, 4.)। .< ((-#4६ ८ ॥०) (०) 


88 ॥746 
८0/४(7,, & व्‌+5 ७ ! ८) 


(27) 7789-70 0-5) 2/ ८-- » 4|+- (४ 3) (77-53) -+-८-+ कै +- 
* 0 


ही पद <० .. (--)00.+2.0)7"0-+-.४) 
6707 , ७७७ एड 


84 ..., » ... एस० डी० बाजपेयी 
7775 7+28 | सर न (४) ५ /७(० [ -“7%-॥/»), ५> | 
2+26 4+20 ||, /५ (5, /--७), /५(0, --॥८- ४) 
ए' “०, 0-४, ध--०,-: 9 ५७००! 
>++ भी भय ५ ]-- ६. -- पक । 


.. (3.9) की उपपत्ति # तथा 5 प्राचलों के आगमन पर आवृत है (घवान रहे कि दशा 75-४5८-८0० 
(22) ही परिणाम हैं) यदि हम ० को «7 द्वारा श्रतिस्थापित करके वैन्ल्थ्न 8-+4), रख दें। 
(33) को दोनों ओर »/?/#) से .गुणा करने पर, ० के श्रति ? से ०?” तक समाकलित 


करने पर तथा 


५ __)७ //79 + १8 20 (०, ८,) 4 | 

[नव 2०585) 

०० पा --(.४-+- २, | -- 0-77+४ 
तथा हे 67०-॥/ 6० की ५ | पा न |४० 


लैपलास परिवर्तों का मान ज्ञात करने पर (:5) तथा [2 9. 29 (7) का उपयोग 
करने पर 


(कफ दर (7 8 00% ८3 (9 ०), (0::0/)3 थी, 
प/बहआक्रक (5) 7020 | 


26-०7 (7०7७) (29)7/8 (0-7)0-3%7) 
च्ति " (27) 


० ः ड़ ४ 
| % 2! 6- » 4|+०-+-((॥०- ३) (777४) “८ 2, ०७०- >-- ! 
87. ा 


-कर ५ वभवाव कल ज५3५०43९०+ 33 +/ककाफकनएा८ 6 ०९५० के ता ग 4९% लक पका4 हित" + उपाए ताउफलक 


५ $ (-) 0-2४) 7(0+.४) 
. अ>0 4 


८ (732 ॥--20 | 4“५(0, ः |) १ “(0, अल कई ड (४) 2५5६ | 
?+20 , 4+30 | 7? | 84, /५ (0, ४--॥0), ८५ (9, है ४77) 
->, है+, 77०-॥५ [+०-/#: (/007*१ 


जै 


श्रव 5/0 को ० तथा ० को ८५+५ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर # का आगमन पूर्ण होता है। 
४ पर आगमन करने के लिए (3.3) में दोनों ओर «० /” द्वारा गुणा करके » को /», प्रतिस्थापित 
करके तथा (:3) [2, 9. 297, ()] की सहायता से दोनों श्रोर का व्युत्कम लेपलास' परिवर्त लेकर 
प्रन्त में ० को 4:+3 से निर्धारित करते हैं । 
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(33) में ७ फलन को हाइपरज्यामितीय फलन में परिवर्तित करने के लिये #४5-7, ॥57#, 87770 
रखकर, ४$ को के 45; 4 को धर बाल तथा 8|+4 को हा ० ( के 2 [ 5 43 न-*३ प्‌ ) 37क को | ८4५ 4५ को 
--6& द्वारा प्रतिस्थापित करके, [3, 9. 439, (3) ] का उपयोग करके सरलीकरण पर 


[2 0.८ ) पं ८०१ 
०७४... ६ ला “»(0, ८): < ॥ 
हक लुक 5 84, 8 (9, ८.) 


_ (0) -॥(०॥३४७-७ ऐ (--)" (0+ 2.0) 
हज | 


८ (3, !-+-/४), /५ (9, ०+॥«) 
200 ८५ (०, 4--/४--४), /४ (०, ६ आह । 


-.४,४+ 8, ८,--/ ; ७0४7 ] 


2६ ++श न न वह (3.8) 


प्राप्त करते हैं। पहले (5-8) में 6557, ४-०0, रख कर, ? को 7५ से प्रतिस्थापित करके माना कि 
6+) 7) ) न ॥०, >ैकत , 2, ...., ४ तथा ८). को ८)+ ४६9, >ै--, 2, ....”- से प्रतिस्थापित करते हैं। अब 
हम 5 को 5+5 से प्रतिस्थापित करके ४:+)77०) +॥५५ *ैतत१ , », .-.,४ मानते हुये ८ऋ को ४)+ 8, 
»5-, 2, ..., 5 से प्रतिस्थापित करते हैं। फिर ० को ०० द्वारा प्रतिस्थापित करके ०-२०० मानते हैं । 

न्‍त में / को ।/८-+६9, ०. को 7-०, ८ को [--४ तथा » को ००४”7४*-, झ्ले प्रतिस्थापित 
करते हैं तो द 

८०४८+६० (7 6+775०)- ५-१8 (0: नी +76०)-/५-४8 80७१६ ) (४--$+४-£+3) 
(]--6६+ ५०) -|-३8 (वयग ७7 50)-/-६७ 


% (2४-70) (-- ४-८ &०) फ... 70३५ --०-/७ 0483 ०कैफिएा 
मिथ ५“) ५ (7 5०) हि हद ॥ 2 न्‍ै | १६ 3 | 
७४-०0 .ए! (४४+- ०) 0+१8+ा ५ ++8४+ 2 3+7 ०.) ]-+ ध,-- |८ (3.9) 


प्राप्त होता है । श्रव (3:) को दिखाने के लिए (3') के दोनों ओर के ४ फलन को मेलिन बार्नीज़ 
प्रकार के समाकल [! 79.207 ()|, के रूप में व्यक्त करने पर, तथा बाई ओर (39) का प्रयोग 
करने पर कुछ सरलीकरण के पद्चात्‌ (3:) में समानता आ जाती है । 


(2-6) सर्वसमिका की सहायता से (32) परिणाम की प्राप्ति (3"] ) से की जाती है । 


उक्त दशाओ्रों में हम [4] तथा [5] की सहायता से (3:) के अभिसरण की संक्षेप में विवेचना 
'करंगे। 

श्रभिसरण के लिये आवश्यक प्रतिबन्धों एवं ७ फलनों तथा हाइपरज्यामितीय फलनों की परिभाषाश्रों 
का परिचय () से लेकर (ए) द्वारा मिल जाता है। () तथा! (0) प्रतिबन्धों से यह भी निश्चित हो 
जाता है कि (3') के गामा-फलन भी परिमित हैं । 
92 8 
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प्रसार के अभिसरण के होने के लिए (४) तथा (५!) में दिए गए प्रतिबन्ध प्रर्याप हैं। थे प्रतिबन्ध 
अनन्त श्रेणियों के अभिसरण से उत्पन्न [4] होते हैं और ७५ फलन के दीर्घ ४ के लिये आगामी आ्राचरण 
पर तथा (3.) के दाहिनी शोर के हाइपरज्ञामितीय फलन पर श्राधारित हैं । यदि प्रतिबन्ध (५) की 
तुष्टि नहीं होती तो [5] में दिये गये विश्लेषण के कारण प्रसार अपसरण करता है। प्रसार के 
अपसरण करने पर भी श्रेणी को उपगामी रूप दिया जा सकता है। 


प्रमेय 2. क्‍ कर 
() माना कि निम्नांकित में से कोई भी ऋणात्मक पूर्ण संख्या नहीं है :-- 
ु | स्का 
कप क ० क्शा लय के 80 ०77; 0 774५५ 
जहा ४5-50, 4, 2 ] 


(४) माना कि #/-+-6<2 (%-+-%) [६४८] < (॥-+-४--3/४--20) ? 
.. हि6 (-+:%न0/8) २०0, 6 ०८००0, 7१० (080-०) >--, 70७ (80,/--6,) > --] 
76 (-०-॥ 7० - 7, १८ (--6,--/४) > --! 


(प) माना कि 0 धनात्मक पूर्ण संख्या है तथा #, 6, *, 5; 8 ४, # तथा # या तो घनात्मक 
पूरा संख्या हैं या शून्य हैं 


?-70&60--50--] था _#+-/05-4 80 तथा [£०"|<], 
27४0 <4--४9--, क्‍ 
0<॥<€ (६; 0<४8<<#: -4+5>]. | 


(५) माना कि »+--४--] +5४--। 


(४) माना कि 0<७०< ००, 2-८0 


(एं) मावा कि 2४)- 24 + 28, - 2०-288,,< (5-9) (-.४) गम 


॥ /चचय है का 





| --60/ ध्य्य्उ ह>0, | --0/; कमल £ ४2.0 ध्स्0, ॥ / शक 0-- न 


हर] 
५ 


775 #४--१6 
८०/(% १63 4५४४ [६० 





जे (0, ८.) । 4. ( 6 के कर (2) (/232) 
04५ 0 वें ) | “5 6८--/८)< (०५) 
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६ (2#)7/2(9-7) (+४-$-॥) ८] न गी+०ांण “४ | 
हा 


जी ६8778) 775४-74) / (5:४7) 


8 (-)280 (0०, 20 (8, 7 ॥0 ८) 00 777% 08 
"डा काश), बल 6725, 26787) | 


अल ० सन: 8 85-7+६--४४-१ 
2 कार हक का ः धं ० कु 
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(3.0) 


ग्रथवा इसका वेक्‌ल्पिक' रूप 


/725 ॥-+-7 & 22 (6 है] 9 १ | /(] -7८+-7 /८) 4 (8,,) 
(0, +63 4+58 | # 894, 2५(9, ८४६५)4 < (--६६:--/०)< (०५) 


98 200 30 की कील 0 ही वलेक बज न 20] 


जा 8 है) (55 4) पेड (007/57) 


; (077+63 | 29% जा [--०--/४), 4, 2.५ 0,“ 8) । 


2 00 तह & (9, “४-- /») ही /5(69 | /2) 


2 >०. 


--४, | की: (८५ 8 2085-7+7- ४-१ 
० आज 2, | (3.]) 


2 अं बा । हा व 
उपपत्ति : इस प्रमेय की उपपत्ति प्रमेय ! की भाँति है और वह प्रमेयिका ! पर आबृत न 
होकर प्रमेयिका 2 पर आधृत है। 
विशिष्ट दशाएँ 
, £-फलनों का प्रसार (9) प्रथम प्रसार 
(3) माना कि निम्नांकित में से कोई भी ऋणात्मक पूर्ण संख्या नहीं है 


-+7] (७४--०-- [ --४ 
(८ » ८ ५ ; »; 8 हे 


& ? $ ८४-7, जहाँ 25-50, , 2,..., 0-४. 








(0) माना कि 4<#--], [#£ <|<(#--9--)%/2, रि८ (७+०):>०0 
२९ (2-- ०) 7०0, ९८ ००0, र२ि८८,-००0, ८ 4::>0 


0१८ (०,-- |») :>0, २८ (८6:-/०)->०0 
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(9) माना कि ७» एक धनात्मक पूर्ण संख्या हैं तथा #, 4, ”, 5 £ तथा & पूर्ण संख्याएँ या 
शून्य हैं । 
/ै7470< 4-50 या #--१०--7 तथा |४०?|>!, 
#--/0<4-+(४--!)0 या #+70554-- (४--20--4 तथा |८[>०7, 
0<.4; 0<£:0; 4-75५:20. 
(ईए०) माना कि #+४-॑-5+४+-४. द 


(७) माना कि <«७< ००. 
॥॒ ज 5 ४ है 
(छं) माना कि 2 4-०८ 4-८ 0-८० ६ (४८ 5)/४- 2॥४न ४ 
लिए" अत ।. वृंचा नि 


कब्ज 7>>0, | -- 2 खाक >म ४2550, |., ? 90--१ 


4/3८५ (०, ०) : के, 
0८:८५ (0, ६.) 


4 (८६ --॥८)८ (20) ध्क (४) (8४ ट (2) /2(0 -) (४५+-४४-$-+- .) 


/ (६-०) 


22 | 


>% ० ४|-< ०+<४ «-< 8|+ (/४+ $) (१-73) न ई(४४-/-- ) --ैै 
$ 
% (--)7/(0--2.0/)7"(३0--४) 
॥। 


>८(० 
४50 


मा का लत आम मी] 
४० 86? [५ हे # (8, 4-/--)3+.४), /५ (8 | 


प्‌) 


2 हज 3, 


या * / ( 50५ / ) 


मर नव न श्री, इन । 


उपपत्ति : (3.) में 5-०], ४-४, 2750, रखने पर, 4 को 4--] तथा 8.3 की 
8(/5-, 2, ..., 4), द्वारा प्रतिस्थापित करने पर, [, 9. 209(9)] का तथा [3, 9. 444, (2)] उपयोग 
करने पर & को «7 द्वारा, ७ की »7? द्वारा, [--०9 को & द्वारा, 7-8,, को 8, द्वारा, |--० को 
५ दारा तथा ]--6, को ८, द्वारा प्रतिस्थापित्त करने पर (4') परिणाम की प्राप्ति होगी । 
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(2) द्वितोय प्रसार 
(0) माना कि निम्नांकित में से कोई भी ऋणात्मक पूर्ण संख्या नहीं है 


हम दर 
व पा 5 5 जिलों न, आन: 





(7) माना कि 4<#--, | 6६ ८ | <(४७-१३+) ?/2, 7१८ (/:-+-०) २०0, 
८ ०>0, 7२८ ५2०0, ९८ ०,--०, १० (०-॥०)>>०0, ४८ (४,-॥) 20. 
(४) माना कि ० धनात्मक पूर्ण संख्या है तथा #, 4, ”, 5, ४ तथा «या तो धनात्मक पूर्ण 
संख्यायें हैं या शून्य । 
2? 04-50 या #--१05७4--50-+7 तथा /-770<: 4-६०, 
0<:4; 0<:6; 4--5/20. 
(०) माना कि #+--४--] 55४--४ 


(०) माना कि 0<७०<००. 
है १ $ 8. [ 
(४) माना कि 4 गम आम (#-75)//+2/८- $, 


]--०५.--४ मम क्‍ 
हल ऊ+-्>0, ]-- ब्लड 2750, , 2, ...ढ, 8--. 








०७० क 40 00 ०) + ४००१ ]_ (कण /०) / (8/) 
का ॥ 25५ (9, 4५) | ण (6; -7॥/«) रएण्छ 


४ के. | गा 
३८ (2व)7/2 8 -.) (१+४४-$-४६) आह ८र्न- है ८ काम 8] (४ 3) (7-75) + /८+$ (४-८ ) 


श 


८ 9 (-)07 7 | “ (0, ]-- ७), ८४(०, ०८-- 9):2 8 | 
#ह०.. तर (84 ४0 (0, +॥-०४), “४ (0, 8//+/) 


--०४, ८.--॥०, 8,;; ०7 हे 


85 38 
टककमतय | ०६, (४, -- (५ 


(42) 

उपपत्ति:. (3- 0), में ऋऋ-!, ४57४, 2४750, रखने पर तथा 4 को 4+] ढारा तथा 
8+] की 8; (/5-, 2, ..., 4), ढारा प्रतिस्थापित करके [, 9. 209, (9)] तथा [3, 9. 444, (2)] 
का उपयोग करते हुये <« को «7 7 द्वारा, ०७ को »7?, [-०; को &, !--४५ को 8५, !--० की 6, 
]--6. को ४६ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर (42) परिणाम की प्राप्ति होगी । 
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2, (22) में 8-5], %॥--455], ॥5-४5-0, 8:50, रखने प्र, 288 न्त्८“, का 
उपयोग करने पर ज्ञात परिणाम [9, 9. 352, (:3)] प्राप्त होगा । 

3, (3:]) में 8--], ८5-0०, रखने पर ज्ञात परिणाम [9 7.359, (2:2)] प्राप्त होगा । 

4, (3-) में 8-, 850, #--], ४7४, रखने से, ७ की --०%, 8 को 4+7 तथा 
8|+3 की ]-8, (35, 2, .... 9), » को ]-०५ 4 को ]-& दा्वारा प्रतिस्थापित करने पर 
[3, 9. 439, (3)] का उपयोग करने-पर तथा सरलीकररण से ज्ञात परिणाम [39, 7.333,(.6)] 
की प्राप्ति होगी । द विश मन विज, 

5. (3-:0) में 0--, /«5-० प्रतिस्थापित करने पर यह ज्ञात परिणाम [9, 7. 350, (2.3)] 
में परिंणत हो जाता है । 

6,  (3.0) में १००, 8, 5-0, ॥5०, ४55४, रखने पर, «4» को -%, 9 को 4+7 तथा 
8+ को 4--0 (/57, 2 ) ५ को -०, 4६ को !--4 द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 
[3, 0. 439, (3)] का उपयोग करने पर तथा सरलीकरणा पर जात परिणाम [9, 9. 358, (.8)] की 
प्राप्ति होगी । 


7. (3.0), में 0-5, /८5-0, /7-४5-0 तथा 555? रखने पर ज्ञात परिणाम [6,.0./3, (5) | 
प्राप्त होता है जो माइजर द्वारा प्राप्त सर्वाधिक सामान्य प्रसारों में से एक है । 
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तेंद्‌ की लकड़ी के चटचटाहट के गुण का अध्ययन 


कृष्ण बहादुर तथा बृजबलसिंह 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--मई 5, 4968 | 


सारांश 


तेंदू की लकड़ी से जलाने पर चटचटाहट होती है। इस लकड़ी को जब 5. हाइड्रोक्लोरिक अम्ल के 
साथ निष्करषित किया गया तो इसका यह गुण कम हो गया । निष्कर्षित द्रव्य में मैग्नीशियम पाया गया । 
प्रन्य लकड़ियों को जलाकर उनकी राख की मात्रा और गुणों की तुलना तेंदू की लकड़ी से की गई तो 
तेंदू की लकड़ी में राख और मैम्नीशियम की मात्रा सर्वाधिक पाई गई। इस लकड़ी में दूसरी लकड़ियों 
की श्रपेक्षा ज्यादा चट्चटाहट का गुण पाया गया। उपर्युक्त प्रयोगफल से पता चलता है कि तेंदू की 
लकड़ी के चट्चटाहट का गुण उसमें उपस्थित मेग्नीशियम तथा राख की अधिक मात्रा ही है। 


+7>5प्प्थ्टां 


8(एत9ए ० ७ ब्टास्ंजड ३9 0970597705 गख्ाटॉग्मठशॉगा ७०095. 2) 75878 छ890गतए7 
ब्ग्व छा] 82] $789, ए॥०पंडा'ए स्‍06एथाप्गालपा, एफएटाआंए ए॑ ह]909 7020, 22975 ०226. 
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ल्तफ्बटाटत 07 धीलेए 387 0070०0..._ ॥फर ए9ट्ल्यथ82८ णी 25 77 पद ए05फए708 77९०0705ए07 
8 0प79 $0 96 ग्राब्डांगाप7,.. 7 ३5 5प१28०5४०८०१०, पीकरट02, पी कांडीग% फुलटला28९ रण बची 
बाणते प्रा3876आंपाए 70 एपंड जर00त 45 768907एआ0]6 08 टा१टंटए2 [70767 प. 


_ तेंदू की लकड़ी को जलाने पर जोरों से चट्चटाहट होती है । इस चटाचटाहट का गुण किस 
झ्रवयव से होता है इसका परीक्षण किया गया । 
प्रयोगात्मक 


तेंदू की लकड़ी में से पेट्रोलियम ईथर, बेंजीन और ऐल्कोहल द्वारा कार्बानिक यौगिक निष्कर्षित 
किये गये और इसके बाद इस लकड़ी का परीक्षण किया गया !। यह देखा गया कि फिर भी इसमें चट- 
49 ] 
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कर 


चटाहट का गुण अवशेष है । इस लकड़ी के कोयले का भी परीक्षण चटचटाहट के गुण के लिए किया 
गया किन्तु इस कोयले में भी ख़टचटाहट का गुण पाया गया । इस प्रयोग से पता चलता है कि काबनिक 
यौगिक की उपस्थिति या अनुपस्थिति चट्चटाहट के गुण पर निमभर नहीं करती है । 


इस लकड़ी को 49 घंटे तक 5.४ हाइड्रोक्लोरिक अ्रम्ल में रखा गया । इसके बाद इसे छान लिया 
गया और लकड़ी को अधिक पानी की मात्रा में घोया गया और किर इस लकड़ी में चट्चटाहट का गुण 
देखा गया । यह ज्ञात हुआ कि अ्रभी भी इसमें यह गुण विद्यमान है। छनित में अधिक मात्रा में 
सोडियम हाइड्राक्साइड मिलाने पर एक इवेत पदार्थ प्राप्त हुआ | इस दवेत पदार्थ को छान कर तथा पानी 
से धो कर प्रथक कर लिया गया। इवेत पदार्थ का परीक्षण करने पर पता चला कि इसमें मग्नीशियम 
ग्रकाबंनिक तत्व के रूप में हैं । यह पदार्थ गरम करने पर पहले काला हो जाता है, इसके पश्चात्‌ सफंद 
हो जाता है जिससे पता चलता है कि इसमें कार्बनिक तत्व भी है। कार्बनिक अंश चट्चटाहट के लिए 
उत्तरदायी नहीं है इसलिए श्रकार्बनिक मंग्नीशियम ही इस चटचटाहट का कारण हो सकता है । इसकी पुष्टि 
निम्नांकित लकड़ियों को जला कर उनकी राख तथा मंग्नीशियम की' मात्रा ज्ञात करके की गई । 














सारणी ! 

डे हे '* प्रतिशत 

डिय १ ॥ तले रख ला ०+ गगा 
लकड़ियाँ क्‍  अतिशत र मंग्तीशियम 3 
तेंद [5 2) कि : तीत्र चटचटाह2 
साख | 5 ह | । 22 ॒ 
लसोड़ा 3-< न डर 
शीशम 4 - क्‍ मन्द चटचटाहट 





उपर्युक्त प्रयोगफल से पता चलता है कि तेंदू की लकड़ी में राख की मात्रा सबसे अधिक है । 
इस राख में श्रकार्बनिक मंगनी शियेम की मात्रा 3-25 प्रतिशत है। इससे यह भी ज्ञात होता है कि जिस 
लकड़ी में राख की मात्रा जितनी अधिक हीगी चटचटाहट का गुण भी उतना ही श्रधिक होगा , और 
जिसमें राख की मात्रा जितनी कम होगी उसमें चटचटाहट का गुण भी उतना कम होगा । ड्वेत पदार्थ 
में मंगनिशियम की मात्रा 25-5 प्रतिशत है । 


निदेश 


4. रमया, टी०एस० और राव, एल०आर० । इन्डियन जर्न० अ्प्लाइड केमिस्ट्री, /963, 26(-2 ) 
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कर्णातीत तरंगों द्वारा 0०** तथा १(०7+ का अवकरण 


बद्रो प्रसाद 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[प्रात--मई 24, !968 |] 


साराश 


मुलर्ड कर्यातीत तरंग उत्पादक ४-7562 (-0/0/8) द्वारा ४८८७०, एवं 5490, विलयनों का 
अवकरणा देखा गया। अवकरणा की क्रिया शून्य कोटि की पाई गई । वेग स्थिरांक 5 के मान भी ज्ञात 
किये गये । तरंगों की तीन्नता का प्रभाव देखने पर पता चला कि अधिक तीत्र तरंगों से अवकरण जल्दी 
होता है । ६४००, विलयन के अवकररणा पर फाप्त का प्रभाव देखने से ज्ञात हुआ कि निम्न एप पर 
अवकरणा शीतघ्रता से होता है । 


237>5(923८४ 


घरिट्तवंपटए०्ा णा॑ (९४१ ब्यवें वशग्रत फ़र चॉींएडबड०फ्फत,.. 235 ऊेबठत एिाब्डव0, (रटामांडएए 
ल्‍06ए72००70००6६, एफएटाआंपफ ० 3]]202020, 3904020. 


पाता काशी एटतुफपलणटए पयए850060 छाटाछा0 ए७०० ४-7562 (] १४०८/७) 9४७४५ 
०96७0 एडलत 0 डपर्वफ्ाएं 76 प्यए३ड४०फॉ८ ए7र्वंप्रद्यंका रण <ल्यांट 5पीएा84९ बाते एछ085४पगा 
एलपाकयाहदाएदा० 5णप्रण/0083.,. 776 क्ागर्तठड रण #टढतंपटएका ० (6१ बात 7 तल 006 
६० 76 ०ऋ 20 05७_, 6 एथ्ाए०३ ण # (एट[०्टाए ००णषंब7), 385 लिप्त छएम्थगव्था५ 
8 एः667€्त,. #न्‍ीलट रण क्ाव्ाशाए उग्5ड 250 #एटडएंड*०्त,. ४ फिशाी संालाआाए, (6 
7टवेपटएठ670 झशंलेत एड कपशी6०,. आर्िट्टा री एच 9 ८85९८ णी ००0, एझ०5 3०६००, 0, 
7टतप्रटाा0णए जब वि567 2 ॥0७ एप. 


कर्णातीत तरंगों द्वारा कई प्रकार -की अभिक्रियाएं सम्पन्न की जा सकती हैं । इनमें 
से श्रकार्बनिक लव॒ुणों के अवकररा के प्रति आजकल काफी रुचि ली जा. रही है “*। इस 


श्रौ बे 


गया है। 


496 बद्री प्रसाद 


प्रयोगात्मक 


वेश्लेषिक कोटि के ८८5०0, श्रौर #४४0, प्रयोग में लाये गये । जल' को दोबारा आसवित 
करके विलयन बनाने में प्रयुक्त किया गया । 
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द अनुप्रभावकाल, मिनटों में 
चित्र 7. (८७50, विलयन (एक्नत-0 3) का कर्णातीत तरंगों द्वारा श्रवकरण 
वक्न॒ 7. 0-50 »८ 0-% 2४, 
77. 0:33 >%< ]0-% ॥४, 
पा. 0:25 >८ 0-5 /४, 
एए, 0-20 *८ ]0-% /४. 


कर्णातीत तरंगों द्वारा ८८०४+ तथा '४४7+ का अवकरण 97 


एक मेगा चक्र प्रति सेकन्‍्ड की तीत्र कर्णातीत तरंगें मुलर्ड के उच्च आवृति वाले उत्पादक से 
प्राप्त की गईं। बेरियम टाइटेनेट का ट्रान्सड्यूसर प्रयोग में लाया गया। एक 250 मि०्ली० की चौड़े मुंह 
वाली जेना बोतल, जिसकी पेंदी बहुत पतली थी, अभिक्रिया पात्र के रूप में प्रयुक्त की गई। बोतल को 
पानी से भरे अवगाह में, जिसका ताप 20--"८ पर स्थिर रक्खा गया था, लटका दिया गया। सारी 
क्रिया एक कर्णातीत तीव्रता (64:8 वाठ) पर की गई सिवाय जब कि कर्णातीत तीब्रता का प्रभाव देखा 
गया । जिन प्रयोगों में कोटरीकरण (0५४7/७४००) वन्द हो गया था उन्हें छोड़ दिया गया। प्रत्येक 
बार 25 मि०ली० विलयन को कर्णातीत तरंगों द्वारा अनुप्रभावित किया गया। 
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अनुप्रभावकाल, मिनटों में 
चित्र 2. 0:50 ५८ 0-85 ॥४ ५८७०, विलयन (?प्त-9:35) पर कर्णातीत तरंगों की 


तीव्रता का प्रभाव 
 बक्र 
| है । 
गया 

ए शी 


| 


| 


38-8 
र]*2 
648 
96*8 


बाद 


(+८(90०,) (“८:77 340 77 (४) एवं 00७९५, (१#६८+75 326 70 |) विलयनों की सान्द्रता 
बेकमेन डी० यू० स्पेक्ट्रोफोटोमीटर के द्वारा जिसके सेल की मोटाई । सेमी० थी, प्रकाशीय घनत्व 
(070८४ 4८०५9) निकाल कर ज्ञात की गई प्राप्त परिणामों को चित्र -5 द्वारा व्यक्त किया 


गया है । 


फल तथा विवेचना 


चित्र ), 2 तथा 3 से यह पता चलता है कि कर्णातीत तरंगों हारा ./650, श्लौर 8470, 
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अनुप्रभावकाल, मिनटों में 
चित्र 3. 570, विलयन (7775]) का कर्णातीत तरंगों द्वारा श्रवकरण 


वक्र । न्‍्न ।'.66 »% 07# 0४ 
तर -+ '00 »% 0-£ 26 
है है न्‍न्‌,0'30 > 4074 ४ 


का अवक रण शून्य कोटिक (2०0० 07567) है.। ४ शून्य कोटिक स्थिरांक॑ के मान सारणी 7, <, 
तथा 3 में दिये गए हैं । ... #.,. . मे: 
सारणी ) (८७७०, विलयन का श्रवकंरणा 


2 -.3५>नम»मम«-म 3.3५... ल्‍ननमनममनन-नम334५3८3+ ेलननमअ न ५ €ीम५३भ3५33+५»भ3५ न लननननना काक नकल सनक न. अनननननम3++नकनन मनन 4४3५+3»७५७३+५++५+>+ललन+ज«» तनमन १» 33५५34५340++ेकक३७+५नमननमभमभनभक.अनमभमनमभन-भने.कमनकनन-नननमननानननक लाननं ओके * अनननभनानन नाग अनननन-+52५३३03३५५०५५०७. 34% ५॥9333+०+००+ ाानाभकाना++ भंडक 0५०७०+क+न अमनममनकममगभ» 








(८50, की प्रारम्भिक सान्द्रता ६७ ( मोल /'मिनट ) 
( मोल / लीटर ) क्‍ 
0:50 » ]0-8 ही क्‍ "3333 
.... 0-33 » 0ल्‍8 ...._777894 
कद 0:75 »& 0-8 से 20000 


0:90 +८ 0-3 अ . ०:9684 


कर्णातीत तरंगों द्वारा ०४ तथा ४77 का अवकररा 
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तीब्रता 
०8.8 
5]-2 ,, 
648 ;,. 
80:0 ,, 
96.8 ,, 
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सारणी 3 


_दरककन«-+नक3७..+ थम अलममलन- "* अकननन--3.. न+333:03+७ >नतनकनन-क की अी+--434+228 आममाका3कानक 





वनिनिना4 आनाशधियनिय पएयाए 


६४४0, की साद्रता ( मोल / लीटर ) 


न्‍अनमनन्‍नमन-भन-«« 


के 5 हा 


0 
0 
]0 


८ बम भर 
(जा ट 5) 
(>> (८2 ०१ 
८ 2 >€ 


कीम++०> स्वजण 5 


६, ( मोल / मिनट ) वक्त छारा 


नानी अविन न 


सारणी 2 से यह स्पष्ट है कि तीव्रता बढाने से ० का मान भी बढ़ता जाता 


सारणी 2 विभिन्न तीब्रताओं पर 05 ८078 ॥४ ५८३8०, विलयन् का अ्रवकरख: 
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१ सी 


निननििनिनीनिन लक आओ 





7-3933. 

: 0*%76566 
96666... 
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5-2000 





(0.४९); विलयन का अवकररण 


आज आन टला अनन---ननननननननन-नम---मन न +पलननन-++ममममम» ५ सना» ५५5. भमन«मन+ानाफभ 2» लिये. 


50 ( मोल / मनिट ) वक्र द्वारा. 


आ नननननण पगराजीयजणण 





ि ने अनननाता।।ा 





06792 
0:62]6 
06060 


न 





कि अभी 





निनन्‍नानिभाय का 


ग्र्थ त (५ ८५७९) 4 





का अ्रवकररणा तीत्र होता जाता है। यही बत 50४90, विलयन के लिये भी सत्य हैं (चिंत्र £) 


चित्र 5 में 0४ का प्रभाव, 5४7०९); के अवकररा पर दखा गया 


। निम्न #त्त पर कर्णातीत 


तरंगों द्वारा श्रवकरण तीब्र गति से होता है अर्थात्‌ आयन इस क्रिया में सहायता पहुंचाते हैं। 
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तीत्रता, वाट में. 
06७09, विलयन ( एप्तन-) ) पर 
करातीत तरंगों की तीव्रता का प्रभाव 
अनुप्रभाव काल प्रत्येक बार 23 मिनट 


चित्र 5. 


]:0 »% ]0-* 0४ 
वन 0'5 % व0-* 0४ 


लिन, 
नी, 


बक्र 7 
॥ है| 


(००५४ ०९ # 





चित्र 5. कर्णातीत तरंगों द्वारा [०८ 0 46, 
77000 00, विलयन के अ्वकरणा पर 
7? का प्रभाव, अनुप्रभाव काल प्रत्येक 
बार 5 मिनट । 


200 बद्री प्रसाद 


जलीय विलयन में जब कर्णातीत तरंगें अ्नुप्रभावित की जाती हैं तब जल के शरण का निम्नां- 
कित प्रकार से विखण्डन होता है । “7* 
ल0प्ल - पमत्नर--0प्त पत्र+ज्ष-> सं, 
छ,--0प्त -> छ,0+प्त 0प्त+-06प्त -- 8,00५ 
सत--9,0, -> 8,0--0प्तल प्ृू+0०; (हवा की) -“ > 0; 
8 हैक + मी >> छल, (५ लछर७,-- ०0५ ओं 9,2,/--0, 
इनमें में केवल 7िं, त(); एवं 77,0, ही निम्न 9४ पर अ्रवकरण करने वाली प्रजातियाँ हैं। इन 
प्रजातियों द्वार ८८४ का अवक रण होकर (८४४ बनता है और २४7 के अ्रवकरण से ४7 उत्पन्त 
होता है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० सत्य प्रकाश का आभारी है जिन्होंने इस कार्य में सहायता पहुँचाई । लेखक 
काउन्सिल आफ साइन्टिफिक एवं इन्डस्ट्यिल रिसर्च का भी कृतज्ञ है जिसने झ्राथिक सहायता प्रदान की । 


निर्देश 
]. रिवायरान्ड, पी० एवं हेयसिन्सकी, एम० । जनें० केमि० फिजि०, ] 062, 39, 623. 
2. विटकोवा, एस० । रोशनिको केम०, 962, 36, 693. 
3. हेयसिन्सकी, एम० एवं जुलियन, आर० । जने० केमि० फिजि०, ! 960, 57, 666, 
4. वावरजाइसेक, डबल्यू ०, । जन ० एनागें० एलगेंमाइने केम०, [960, 304, ]6. 
5. वावरजाइसेक्‌, डबल्यू० एवं नेचर, !962, 94 57], 
टिलजानोवस्का डी० । 
6. वाइसलर, ए० । द जनें० श्रमे० केमि० सोसा०, !959, 8, 077., 
7. लिन्डस्ट्राम, ओ० तथा लाम, औओ० । जन ० फिज० कोलायड केमि०, !95], 55, 
39, 


8. प्रोधाम, आर० झो० एवं ग्रोवर, पी० । जने ० केसि० फिजि०, ]949, 46, 323. 
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सइक्रोकास्सिक लवण के निःचयन की .एक विधि 


अरुण कुमार सक्सेना, मनहरन नाथ श्रीवास्तव 
तथा 
बो० बो० एल० सक्सेना 


रसायन विभांग, प्रयाग विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[प्रात---सितम्बर 23, 968 | । 
सारांश 


विभवमापी अध्ययनों से प्रगट हैं कि परक्‍्लोरिक हाइड्रोक्लोरिक, एवं सल्फ्यूरिक श्रम्लों को 
माइक्रोकास्मिक लवण के विलयन के द्वारा अनुमापित करने पर पी-एच बत्रों में एक तुल्यांकः पर 
3-5-6:0 पी-एच के मध्य स्पष्ट भंग परिलक्षित है । इसके आधार पर ब्रोमोक्रेसाल पर्पल रंजक का 
सूचक के रूप में प्रयोग करते हुये इन अस्लों द्वारा माइक्रोकास्मिक लवण के निशचयन की विधि वर्णित है । 


475#723८६( 
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संदर्भों कें सवक्षण से प्रगट है कि अभी,तक मांइक्रोकास्मिक लवण के निश्चयन के . सम्बन्ध में 
कोई विशेष कार्य नहीं हुआ है | अभी कुछ अध्ययनों के समय लेखकों को माइक्रोकास्मिक लवण के मानक 
विलयनों की आवश्यकता पड़ी, श्रत: इसके निरंचयन का प्रइन भी उठे खंड़ा हुआं। प्रस्तुत प्रपत्र में. परक्लो- 
रिक, हाइंड्रोक्लोरिंक एवं सल्फ्युरिक अंम्लों कां माइक्रोकॉस्मिक लवंरा विंलयन के द्वारा विभवमापी अ्रनु- 
मापंन किया गया है और फिर उसेके आधार पर इन अम्लों की सहायता से माइक्रोकास्मिक. लवण के 


निरचयन की एक सरल विधि प्रस्तुत' की गई 
2 72 


202. अरुण कुमार सक्सेना, मनहरन नाथ श्रीवास्तव तथा बी० बी० एल० सक्सेना 


प्रयोगात्मक 


परक्‍्लोरिक अम्ल, हाइड्रोक्लोरिक एवं सल्फ्यूरिक श्रम्लों (विश्लेषणात्मक कोटि) के 0..४ 
विलयन तैयार किये गये झ्रौर फिर प्रयोगों में प्रयुक्त सभी विलयन इन्हीं को तन्वित करके प्राप्त 
किये गये । माइक्रोकास्मिक लवण (वाट) (ऐिब्पेस,ल?0,.49,0) का एक 0.020/ विलयन 
उसके अ्णभार के अधार पर गणना करके बनाया गया, और फिर इच्छित सान्द्रताश्रों के विलयन इसको 
तन्वित करके प्राप्त किये गये । सूचक के रूप में ब्रोमोक्रेसाल पर्पल (8.0.8.) के एक 0.% विलयन 
का उपयोग किया गया । विभवमापी अनुमापन लीडस नार्थप के पी-एच मीटर द्वारा किये गये । 


विभवमापी अध्ययन 


विभवमापी अनुमापनों के परिणाम चित्र में प्रदर्शित हैं। इन प्रयोगों में उपयुक्त साद्बरता के परक- 
लोरिक, हाइड्रोक्लोरिक अ्रथवा सल्फ्यूरिक श्रम्ल का 0 मिली० लेकर उसे आसुत जल द्वारा 30 मिली० 
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चित्र !. माइक्रोकास्मिक लवण चित्र 2. माइक्रोकास्मिक लवण चित्र 3. माइक्रोकास्मिक लवण 
का परक्लोरिक अम्ल द्वारा विभव-- का हाइड्रोक्लोरिक अम्ल द्वारा का सल्फ्यूरिक अम्ल द्वारा विभव 
मापी अनुमापन विभवमापी अनुमापन मापी अनुमापन 


तक तन्वित कर दिया गया और फिर एक माइक्रोब्यूरेट द्वारा माइक्रोकास्मिक लवण के उसी सान्द्रता के 
विलयन से इनका पी-एच श्रनुमापन किया गया । वक्रों के अध्ययन से प्रगट है कि इन सभी वबत्नों में 
33-60 पी एच के मध्य एक तुल्यांक पर स्पष्ट भंग (४76>:07) प्राप्त होता है श्रोर इस प्रकार 
माइक्रोकास्मिक लवण के विलयन का विभवमापी अनुमापन सफलतापूर्वक किया जा सकता है । 


माइक्रोकास्मिक लवण के निर्चयन की एक विधि 203 


अनुमापन विधि 

उपयुक्त साच्रता के परक्‍्लोरिक हाइड्रोक्लोरिक श्रथवा सल्फ्यूरिक अ्रम्ल का 5 मिली० एक बीकर 
में लीजिये, और उसमें श्रासुत जल मिलाकर उसका आयतन लगभग 25 मिली० कर लीजिये। फिर उसमें 
0.% ब्रोमोक्रेसाल पर्पल सूचक विलयन की एक या दो बूँदें मिलाइये । विलयन का रंग पीला होगा। इसमें 
एक माइक्रोब्यूरेट के द्वारा धीरे-घीरे माइक्रोकास्मिक लवण का विलयन मिलाइये, जब तक कि मिश्रण का 
रंग समाप्त न हो जाये और उसमें हल्का बैंगनी रंग आ जाये । यही बिन्दु इसका अनुमापनांक होगा । अम्लों 
के मानक विलयनों की सान्द्रता के द्वारा माइक्रोकास्मिक लवण विलयन के सान्द्रता की गणना कर लीजिये । 


प्रयोगफल सारणी 2, < तथा 3 में संग्रहीत हैं । 


सारणी 7 
परक्‍्लोरिक अम्ल द्वारा अनुमापन 
परक्‍्लोरिक अम्ल अनूमापनांक माइक्रोकास्मिक लवण के विलयन को 
की सान्द्रता मिली० : सान्द्रता (ग्राम प्रति लीटर) 
ं द प्रयोगात्मक गरणनात्मक 
0:02 5-00 47]88 4]8]8 
5709 4“]660 
00] 4798 2-000 20909 
5"00 20909 
0004 504 09299 0-8364 
500 0-8 364 
0002 502 0:4]66 04] 82 
504 0:450 
सारणी “ 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल द्वारा अनुमापन 
:40॥ की सान्द्रता अनुमापनांक माइक्रोकास्मिक लवण के विलयन की 
मिली ० सान्द्रता (ग्राम श्रति लीटर) 
रॉ प्रयोगात्मक गणनात्मक 
070] 5704 20740 20909 
502 20830 
0004 5"00 0'8364 0.8 364 
5-04 0"8299 
0002 500 0:4]82 0:482 


5.06 074]32 
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सारणी 3 
सल्फ्यूरिक श्रम्ल के द्वारा अनुमापन 
79650, अनुमापनांक माइक्रोकास्मिक लवण के विलयन की. 
की सान्रता +. मिली". साद्धता (ग्राम प्रति लीटर) 
7, आओ ... प्रयोगात्मकः..... गरानात्मक 
0:0 5-00 90909... *. 20909 
5*04 ,.. 20740 
0 004 500 0:8364 0:8364 
5.08. 0:8332 
0"002 2... 68 0:4]76 ... 0-482 
500. 0:4]82 
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उपर्यक्त प्रयोगफलों से प्रगट है कि इन अ्रनुमापनों में माइक्रोकास्मिक लवश के एक अ्रण से एक 
हाइड्रीजत आयन की क्रिया होती है । अ्रभिक्रिया को निम्न रूप से प्रदर्शित किया जा सकता है - - 


पप्त,प्ए0,---प7 चने पाल  छ,९0, 
क्तज्ञता-ज्ञापन 


प्रथम लेखक' विश्वविद्यालय अनुदान आयोग, भारत सरकार, नई दिल्‍ली के प्रति आथिक' सहायता 
केहेतुआभारी है।.. 


/]373 ?9%35॥9 0 # ७5876 |॥8॥7॥ 730+%[४ - 
४०0. |[, ४०. 4, 0८६. ।968, 7०४०६ 205-209 


द लेथाइरस सटाइवस के बीजों के वंसोीय अम्लों का संघटन 


कृष्ण बहादुर एवं सूरज प्रकाश बिल्ला 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, प्रयाग 


[ प्राप्त--अप्रेल 27, !968 | 


सारांश 
लेथाइरस सटाइवस के बीजों से प्राप्त तेल की साबुनीकरण क्रिया द्वारा दो प्रभाज प्राप्त हुए :- 
[. असाबुनीकृत पदार्थ तथा 2. साबुनीकृत पदार्थ । 


असाबुनीकृंत पदार्थ को ऐल्युमिता स्तम्भं॑ कोमेटोग्राफी द्वारा शुद्ध रूप से प्राप्त किया गया । इसके 
गुणों का परीक्षण करने पर यह ज्ञात हुआ कि यह एक स्टेराल है, जिसका गलनांक 333-3670 
है । इसका ऐसीटेट बनाने पर यह बीटा-साइटोस्टेराल. .प्रतीत हुआ । साबुनीकृत पदार्थ के अध्ययन के 
लिये उसका यूरिया-एडढ्ट बनाया गया -और यह ज्ञात हुआ कि उसमें कंप्रिक अम्ल 70 प्रतिशत; 
पामिटिक अम्ल !4'< प्रतिशत; स्टियरिक अ्रम्ल “0 प्रतिशत, लिग्नोसेरिक अ्रम्ल 35 प्रतिशत, ओलीक 
अम्ल 320 प्रतिशत एवं लीनोलीक अम्ल 6-3 प्रतिशत हैं। . 
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जग 79. ]33-86"0.,. प्रफल 8८८८ चेठपंएबसएट, ज०$ एालएथ्ाल्त बाते आपतंटव,. 4॥९ 86€707 
0००5 उतंत्तत्रीट्त 35 -अं080०००.,._ फ6 डापकरए, ० पा इब्एका्यीबो06 प्यादा एज गाधंमह व 
प्राट३-चततपटा 2095 एड व एण्ड एब्गूआ70 बात 70%; 9०7०7 0० 2ण0ंत [472% ; 5(2०ण८ गलत 
70% ; ॥8790८०शं० बलंत 35%; गेलंट 'बलंत 5270%; 2८० पागल ब्लंत 6:8 हा । 
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लेथाइरस सटाइवस (खेसारी अथवा चपरी) के बीजों को पीस कर पेट्रोलियम ईथर (40:60) से 
साक्सलेट द्वारा निष्कबिंत किया गया, जिससे बीजों का कुछ अंश ईथर में चला गया। ईथर को श्रासवित 
करने पर तेल प्राप्त हुआ । इस तेल की साबुनीकरण संख्या “2 96, एवं आयोडीन संख्या५ँ 7370 
निकली । 

तेल की निश्चित मात्रा को लेकर उसे 0:5४ ऐलकोहलीय पोर्टंशियम हाइड्राक्साइड के विलयन के 
साथ जल उष्मक पर तीन घंटे तक साबुनीकृत किया गया । तत्पदचात्‌ उसके ऐलकोहल को श्रासवित करके 
निकाल लिया गया एवं बचे हुये साबुन-केक को जल की अधिक मात्रा में विलयित किया गया । यह 
साबुनीकृत पदार्थ हुआ । जो हिस्सा जल में विलीन नहीं हुआ उसे छान कर अश्रलग किया गया। यह 
असाबुनीकृत पदार्थ है । यह !3 प्रतिशत निकला । 


असाब॒नीक्‌त पदाथ 


श्रब॒ असाबुनीकृत पदार्थ को पेट्रोलियम ईथर से घोकर ईथर में घोल लिया' गया । तत्पदचात्त्‌ 
इसे ऐल्युमिना स्तम्भ क्रोमेटोग्राफी द्वारा ईथर एवं बेंजीन (9:) के मिश्रण से शुद्ध रूप में प्राप्त 
किया गया । फिर इस मिश्रण का उद्बाष्पन किया गया जिससे एक सफेद ठोस बचा, जिसका गलनांक 
833-36"6 था । 


यह सफेद ठोस यौगिक बेंजीन, ईथर, गर्म ऐलकोहल एवं क्‍्लोरोफार्म में तो विलीन हो जाता है 
प्र जल में विलीन नहीं होता । 


इस यौगिक के क्लोरोफार्म के विलयन में सान्द्र सल्फ्यूरिक श्रम्ल मिलाने पर गहरे लाल रंग का 
विलयन प्राप्त हुआ । इस यौगिक के क्लोरोफार्म के विलयन में ऐसीटिक ऐनहाइड्राइड एवं सान्द्र सल्फ्यू- 
रिक अम्ल मिलाने पर बंगनी रंग का विलयन प्राप्त होता है जो नीले रंग में बदलने लगता है । उपर्युक्त 
परीक्षण से स्टेराल की उपस्थिति पुष्ट होती है। 


इस यौगिक को सोडियम ऐसीटेट एवं ऐसीटिक एऐनहाड्राइड के साथ ऐसीटिलित किया गया। प्राप्त 
ऐसीटिलित यौगिक को मेथिल ऐलकोहल के साथ शुद्ध किया गया । शुष्क करने के पश्चात्‌ उसका गलनांक 
निकाला गया जो 724-267?0 था । 


उपर्युक्त परीक्षणों से यह ज्ञात होता है कि यह यौगिक बीटा-साइटोस्टेराल है । 


साबुनीकृत पदार्थ 


साबुनीकृत पदार्थ के विलयन को ईथर से निष्कषित कर लेते हैं, जिससे कि बचा हुआ श्रसा- 
बुनीकृत पदार्थ निकल जाता है। तत्पश्चात्‌ इस विलयन को 5 प्रतिशत सल्फ्यूरिक अम्ल के श्रधिक्‌ 
विलयन से क्रिया कराते हैं। इस क्रिया से प्राप्त वसीय श्रम्लों को पृथक्कारी' कीप से निष्कर्षित कर लेते 
हैं। वसीम अम्लों के ईथरीय विलयन को श्रासुत जल से धोते हैं, जिससे खनिज अ्रपद्रव्य पृथक हो जायें । 
फिर ईथर के उद्बाष्पन से वसीय अम्लों के मिश्रण को प्राप्त किया गया। 
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वसीय अम्लों के मिश्रण की साबुनीकरण संख्या 208 एवं आयोडीन संख्या 756 ज्ञात हुई। 
वंसीय अम्लों के मिश्रण को लेड लवशा बनाने की ट्विट्वेल” की विधि द्वारा ठोस एवं द्रव बसीय भ्रम्लों 
में पृथक कर लिया गया । ््ि । 


ठोंस एवं द्रव वसीय' अम्लों की श्रलग-भ्रलग साबुनीकरण संख्याएं, आयोडीन संख्याएं एवं उनके 
साबुनीकरण तुल्यांक” भी ज्ञात किये गये। ठोस तथा द्वव॒ वसीय अम्लों का. गुणात्मक एवं भारात्मक 
अध्ययन यूरिया एडक्ट “” बना कर किया गया। इस विधि से प्राप्त प्रत्येक प्रभाज की साबुनीकरण 
संख्या एवं आयोडीन संख्या ज्ञात की गई । उपयक्त प्राप्त संख्याओं से प्रत्येक श्रम्ल का संघटन ज्ञात किया 
गया । प्राप्त परिणाम सारणी !-3 में दिये गये है। ० 


सारणी 3 


वसीय अम्लों के मिश्रण का प्रतिशत संघटन 





आफ काथऋ»/ पक; भरकम अत कण, 











अ्रम्ल का कंप्रिक. - पामिटिक स्टियरिक.. लिग्नोसेरिक' ओलीक.. लीनोलीक 
नाम ग्रम्ल श्रम्ल अम्ल अ्रम्ल' ग्रम्ल श्रम्ण 
प्रतिशत मात्रा ४0 4 2 /'0 7 के 4 52.0 0'8 
की मिलकर की शक्ल मल की मर रन क लिन तलाक मिल के अफरन नमक कप नरम 2 ली 
निर्देश 
!]. कीस्ट्रफर.।. .. .. . जटश० फ० शअनल० कंम०, .]879, 78, 99 
2. जेमाइसन, जी० एसं० स्‍' ००ए6४८६4४०८ एड ब80 (5, ग्रमेरिकन कमिकल 
सोसाइटी, मोनोग्राफ सोरीज इन्ड०, एडीशन, 7943 
389 
|3, बही। ऐसोसिएऐशन आफिंशियल ऐशग्रीकलचर  केमिस्टस, 
द /7002६005 607 379ए2987?, ]925, 287 
4. ट्विटचेल; ई०।... जनं० इन्ड० केमि०, 92, , 73, 806 
5 , होल्‍्डे, डी० एवं म्यूल्लर, इ०। पृफल फऋदडथाए74007 6 निजत-0९०9-००7 (0]8 शात 


9०2]0077790]९ 9788 ०74 ४४०%८४, प्रथम सस्कररण, 
[95, पृ० 343. 
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सेक्युराई, एच० । जनें० केसि० सोसा० (जापान), !953, 56, 8-20, 
वही । केमिकल ऐबस्ट्रेक्ट्स, !953, 48, 370 सी०. 
लिमये, जी० एम० । बाम्बे टेक्नोलिस्ट, !954, 4, 69-74. 

आचार्य, के० टी०, सालिगा, बी० जन० साइं० इण्ड० रिसर्च (इण्डिया), 955, 74बी, 
पी०, सेलीटोर एस० ए० एवं 348-54. 


जहीर, एस० एच० । 


कै? 3 


४[73॥3 ?375॥3 4 270537948939॥ २3६07[/3 
४०. ।|, |३०. 4, 0८६. ॥968, 72265 2-28 


दो चलों के लेप्लास रूपान्तर का एक नवीन सार्वोकरण 


साता प्रसाद जायसवाल 
काशी हिन्दू विद्वविद्यालय, वारास्पसो 


( डा० बृज मोहन द्वारा प्र षित ) 


[ प्राप्त--दिसम्बर 3, 967 ] 


सारांश, 


इस अभिपत्र में दो चलों के लेप्लास रूपान्तर का एक नवीन सार्वीकरण घातीय फलन और मायजर 
के फलन के गुणनफलों को लेकर किया गया है। रूपान्तर की परिभाषा देने के पश्चात्‌, उसी के लिये 
एक उत्करमरण-सृत्र दिया गया है। अभिपत्र की समाप्ति उत्कमण-सूत्र के लिए एक उदाहरण देकर की 


गयी है । 
4+095729८४ 


4. 760४ 8०ए९एगॉड्यॉउग्स रण घाट 7ब्एॉ2९९ ईएथ्तडाग्प्पप रण ईछ० उधार 25., 29 
3६7 ?:854व उुध्ंएशवो, "0272०एपटा रण गा ट्खाबाप283, डिग्याक्या8 संगतेप एकरटाआफ, 


7 फंड एथएल था &श005 5 >ढला 77346 80 द्ाफएट था: 9 7९ इ्गलाकीडदांएं०ा 0 (6 
टाबड्झंट्गों ॥032९ पथ्याईणिए छा छ० एथाएबी)०९४ 0ए पॉपााएइ 7९० ए>70१फटॉंड छा ाएग्ाल्पदां 
पफिटप्रंता बाते ुलुंलोड5 -पिट्ॉग्स 38. फैट ल्स्‍टो रण फथ्ाई्शण्ाबांता, शीश ममएांणए 
ठतलीआटत फ्रेल पएक्यर्शणाफ, 270 ग्राएलडइंता खिपांब ठिए 6 इबाार 98 76९९0 एटा, "कट एथए८टए 
988 926९7 2०खाटोप्ठेटव 95ए इाणिंपइ्ट 80 ०ागओंट डप्ञु००0778 पट फ्राएलआं०ा 0िए्रापा३८. 


], लप्लास रूपान्तर 
तो ता ८-7#8)6 (-) 
का एक सार्वीकरण लेखकों” ने इस रूप में दिया हे 


४0७ “(8७०१ | ४ )/0% (.2) 


<22 साता प्रसाद जायसवाल 
जिसमें . 0इफा€व, 0525४, #--4<2(%--४), 


[८०४ १5| ं (#--#-- 3/?-- 24) (०,) 8 
और » धन पूर्णीक है। 
समीकरण (:2) में &7-५7८|--), #--४--05-४:, ०-/-85०] रखने पर श्रौर एकात्म्य 
0४१(/0)55४४* का प्रयोग करने पर (:) प्राप्त हाता है। 


इसी प्रकार हम दो चलों के फलन /, 3) के द्विक लेप्लास रूपान्तर का एक सार्वीकरण निम्न- 
लिखित रूप में देते हैं: 


तक 
+ 


४0, 0 || श००»+४० 600६०) ] 





(2५) 
*०7१७(१७)" (00७०) ८६%, (.3) 
शै 0 
जिसमें .. 0<%<<4, 0<<४<(#, 0<#<:०, 05</<:०, 


गगा०<६ 26-80), /+9<2(%--४), «(४ ६5 | < (॥४--४--३/१-- २4) 
ऑल गा हक 625 नल मय 
तथा 9 धन पुरीक हैं। 
हम (23) को संकेत 
हम हट जकिओ 

से निरूपित करते हैं। क्‍ 

. (१:3) में पारिभाषित रूपान्तर के प्राचलों को विशिष्ट मानदेने पर दो चलों के लैप्लास रूपान्तर 
के पूर्व ज्ञात सार्वीकरण विशिष्ट रूपों में प्राप्त होते हैं। हम ऐसे कुछ विशिष्ट रूपों की सूची नीचे देते हैं । 
“2. (.3) की विशिष्ट दशायें : ः 

* (क) जब (-3) में 

ट- कस] २२#६२२०२०// ६००, #7/ ८0 55 (० 7, 67750--०,, ०॥६४--] और /2--0-२] 


रखते हैं, तो दो चलों के लेप्लास रूपान्तर के ल॑ध्वीरूप ........ 


| 


दो चलों के लेप्लास रूपान्तर का एक नवीन सार्वीकरण 23 
९(5, £) 5८ हि ८7067) (४, >) ८७ ७ 
को प्राप्त करते हैं । 
(ख) पुनः ('3) में 
वन सत 9ै २४5८7 चू72, 7लल्(्‌ २2, ८55, 8.55-+-:20, 2455-66 --_प, 
8-१ क्‍्तए चत मै न्‍मजल व, #चच०८5०, ८55१, 4उ5-#५-:203, ४७८5 -/५--३४०४ 
लेने पर हमें मेहरा” द्वारा दिये हुए दो चलों के मायजर रूपान्तर की प्राप्ति होती है। 
(ग) जब (:3) में 
०5०६-८८ +२|557, 77554८52 5८5०, 5८7१२ न्र+चू7, (#तत्प्रतत, 
4 क| उन न-क3, 85:0, 025:220, ८ क्तई 7१-३9, 4470 और 65८ 2#7 
स्थानापत्तियाँ की जाती हैं, तो मुखर्जी * द्वारा दिये हुए दो चलों के वर्मा रूपान्तर की प्राप्ति होती है । 
(घ) (:3) में 
कार ६क्‍-ा|४नस | 5८२7] 55०, 7॥27८4८४25-/5-०, ॥४३05८७४, /5-7[ न्|१7, 
८] सतकी। 28, 03 72, 89 तन शव ५, 64 /2-7॥७, 47779 और ४८9 -#/2-न/7%9 -। 


रखने पर एवं रूपान्तर 


0 2 | 0 
7 (५ 


का प्रयोग करने पर, जिसमें 22»(») एक पूर्णीक घात फलन है, पाण्डेय" द्वारा दिये हुये दो चलों के पूरक 
घातीय रूपान्तर की प्राप्ति होती है। 





रु मल, ) च्त्यऊ (») 


3. उत्क्रमरा सूत्र 


अब हल रीड' द्वारा मेलिन के दोहरे उत्क्रमणा सूत्र के लिए दिये हुए फल का प्रयोग करके (303) 
में पारिभाषित दो चलों के सार्वीकृत लेप्लास रूपान्तर के लिए एक उत्क्रमणं सूत्र प्राप्त करते हैं । 


(.3) के दोनों ओर ४”7#”श से गुणा करके 5 और £ के सापेक्ष 0: से ०० तक समाकलन 
करने पर हमें | ः 


24 माता प्रसाद जायसवाल 
2 [६ ॥7078-726 (5, /) #& ८/ 
0 


|| -2/$7226 6 &7/ || ९ (ठम्म्मह90 ७५ हू (5५) 





8) 


«59, (बको९ | (७०) * ४ 





प्राप्त होता है । 
समाकलन के क्रम में उत्क्मणा करने पर 


(80) 


) धर दा 





पक | (४, )) ८४ ०० | 870672867 (%४४+ 7१6 थू ( 6(52)/ 





2८2 (५ (79) 


हम आंतरिक द्विक समाकल' का मान, एकाकी समाकल पर दिये हुये संवादी परिणाम [2, 9. 4 
89(5)] की सहायता से निम्नरूप में प्राप्त करते हैं :-- 


थ्ट 4-7/2/0-/29 ,7/2-/04 /7/2-70207-77 87277 (777977/५ ६(// 
लक (247) पं ६ 30 20777 68 9-५, 4 । 


(८: ) 2 ( 4 ) ) 
(९५) 


| ५), (०५) मन हे 
(कि 20 0) | #णउरशा (७०) %%, 


जिसमें #+4<2(#न-%8), |०४ ०|<३०, [४४ ६|<(#न-#“ए 29-१५) 7, 








“4० <2(--7, |»४ 8|<$०, |०ह १|<(#-+-/--$&7-३०)०, 
20(8/--0:)72-7; /77, -... 258 ४0(८६--१५)>०-77, 7०१, -.., £; 


का ] 5-5 (१ ] जल 
कक ने लि , (750, /४--4) आर /:+3 5८ आम 


(#न्ू0, , ««., ४“-4). 


अरब रीड' के द्विक मेलिन उत्क्रमण सूत्र की सहायता से हम 


(24)7/4/-+7/3/-7 


, 2) ८ 297) त्र 


| 8 ०] 82+० ढोएश 82772 477 977१9 |८0777/592277/58( ५, , ७५) 


0 20007 किक द (6/५) (००१) [७.+० (का (9), (6 ” 07409 
?+॥५, (8८) 7+7,० 37 5) ह 


0 ॥79 








दो चलों के लेप्लास रूपान्तर का एक नवीन सार्वीकरण 240 
प्राप्त करते हैं, जिसमें 


ह(७५ 295 | | शहफ००$(, 3) # # 90% 


और 


() & ») खंडश: सतत है, 


(0) द्विक समाकल | & 09779 (४, 9) ८४ ६» परम अभिसारी है और 


(77) द्विक समाकल | #0777/04-7/(५, )) &4» भी परम अभिसारी है, जिसमें 


2 ॥ अप 0 ॥। ्ः 7 और 


22₹570/--४४ ५ | 77००< (४५, २५)<००. 


समाकलन के क्रम का उत्क्रमण निम्नलिखित विधि से न्‍्यायसंगत सिद्ध किया जा सकता है। 


यदि |» >)| के सार्वीक्रत लेप्लास रूपान्तर का अस्तित्व है, तो समाकल परम अभिसारी है 
तथा यदि 


(७, 2) 750(८०४५४-/७), » और 2 के वृहत मानों के लिए, 
2-45 2(कान- ४), गज-०<६०2(४--7), [#2०|< ३5, «| 7], 
[88 ६६ (&-7॥-78/-734)7, [८४ २|< (#--/--37-३$०)०, /९(8/--७,) >०--, 
/त्त --७ #म औ(4)--0५)>-], ([5-, ..., £) और 20(/०७, /५७) 7०0 


तो 5-४ समाकल परम अभिसारी है । श्रतः यदि &797४-7/५, 9) का 2.(0, ००) से सम्बन्ध है तो 
परिणामी समाकल' परम अंभिसारी है और उत्कमण का श्रौचित्य सिद्ध हो जाता है । 


उपफल : (2.) सें ४४५८4८-  +२/-२०८८|८८८ ०, ॥-८॥४-६( ++ ++ 7, ०--४554, --9557 और 
87707: रखने पर दो चलों के लेप्लास रूपान्तर के लिए संवादी फल प्राप्त होता है । 


4 उदाहरण : 
मान लिया 
|. ७ 3) न्‍+ढा प१7१४[३(३, ) 0, /(0,) 0] 
तब 
री कप १२-- ९, पद 9 ु 6 ) 2 
(७१- [रक्त एक जब (ह ० (0) ०११ (५७) 





| ) 4४ ८). द 
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हम एकाकी समाकल पर दिये हुए संवादी फल [2, 7 49 (5)] की सहायता से समाकलों का मान 


(८ |४/ ३ | 4५% ) 
(0८) 


( डी हि ए! ) 5 ( ८५ ) ) 
(८०) क्‍ 


हे 2 "]१-व/2/0-7/2% || -.]/ गा 9 ॥+ £(5/०)/ 
303 2० अप जो अ 22532 8 08 





>(0 





(3 (+ 9 ([ १८2)” 
बचक छा (85--,५७)” 





प्राप्त करते हैं जिसमें 
#नी4<2(&--४) ४, र०<2(४&--7) --०, 
[कह (काने) 5३०, |कड़ (8--2७)| ६३०, (6) >>--, 2(०)) >--; 


/कौ7, 2, ..., 2८ ग्ततव, 2, ..., 68 [वाह ६४ < (#&--४-३/४-२9--3॥/८)#, 
्‌ । हा /.. (० [--/ 
(धड %|< न पैक“ औ6 4०) ?५ लिकाआए 7७ (#-0, (3 «००५ (४२) 


कप न (४550, , «००५७ 27 | ) 


79 


और द हम 





उपरलिखित समीकरण में ०-फलन के लिए ज्ञात रूपान्तर [।, 9. 209 (7)] का प्रयोग करने 
से प्राप्त (5, 7) के मान को (52) में रखने पर 


((2:3 22) |, $(5, 7) 45 4/ 


220 कम 8 आय 7(8/- ह 
+ लक कपगकरन | ॥ है 7४ हक) 7(#+) 7 





(2४५४ -05)/ ]-- (6 ॥ थ रा 

न/४३७ ॥7/ ५] हम 

2/॥7 कक --(०.), पा) 

+ण किक (8)... 
0०, 2! १ (४59) ]--( 75»), ] 200) ; डा 





__ (27)77/2 ((/% (((७)7/2 ( (० _ 
... /परिनै32 ढीए/। चल (४०)7 (४--4)0777 (४--)/2-7१ 


कर (८०) 
[--( [9 ) ५ हत (८/2) ) ० ४ 








%८ 6/ध॥९ ए( 2// | --(०2८) रे ) 67? ६ ( ठ्ः 
4, #+/९ 8४ [[--(०), ]-(०$)/ 7, ?+?९ ५४७ 





प्राप्त होता है। 


दो चलों के लेप्लास रूपान्तर का एक नवीन सार्वीकरण 27 


एकाकी समाकल पर दिए हुए संवादी फल की » अल (४)] की सहायता से उपर्यक्त समाकलों 
. का.मान निकालकर, सरल करने के पदचात्‌ तथा ७-फलन के लिए ज्ञात रूपान्तरों[ , 9. 209 (7,9)] 
_ का प्रयोग करने पर हमें 


५(03, 72) कत* (9) 2/9) रैप ?ए)ड१3 &श-] 8702-72 (27) 0 व052020 2/45 2 0 /2803 


्ि 7-- | ( 6/८/ 
2+॥/५, ०४ 








2097०) ८६०० (० 


(5), (५-) रु 
(8८) 60073 ) 2 


(4०) 
प्राप्त होता है, जिसमें 


/#नी4<2(&--8), र+०<०2(४--20+०, 2/(/39)>>0, 7/(७,)>०0 
[दा ०! | < (७-8४ $/?--३१-- 8॥०) 7५ [४/४ 8”|< (#--/--३२7--३०-- 2») # , 
(4--9-०)) >> “77, १, ---७ 78 ४“0(--७५--०)>०--१ (#5-!, 2, ..., 7); 


(-४--०) २००, मत, ..., ७5 (!-/७४--)००-- | ४75, ... 
रा ->/३++ 4-7 
या 22 किक आ (#म्+0, , ..., /८--) 
हा 
| श्नः 2 77 हट 0 
और है. के कम मल (#+ 50, , 2, ..., 7--!). 


ग्रतएव 


(92%) ]/ !/0+- /27-- हे | हा ०+*.00 ०77० 877-22४7?/ 970?2//0777/42922-7/2॥ (५ ०५) 


(2772) 82 ५8 ० 7.+ (४ ६(५/४ (०/५) (6/)) 6 [79 गा ( ५) (6५-) (9:42, 
7+॥४, 4 ( ०/४ (84) 7-४ र््‌ वि (४५) 


04-7० 





] 9+ं०० (१0 9+ा ० ॥$% 7! 
ध्प्र छः | | कण 973 /(०३) 7 (०५))व7२१)५7१३ ६0७, 60५ 


कं 6 है । “०१60 6 हे सर ॥। ७) 


नाता धि|-२३१ ४(०:, 22) का मान समीकरण (4.) से रखने पर 


नयी, 9) - 
इस प्रकार उत्कमरा सूत्र का सत्यापन सिद्ध हुआ । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


प्रस्तुत श्रभिपत्र की तंयारी में डा० एस० मसूद द्वारा प्राप्त उदार सहायता के लिये लेखक उनका 
आभारी है। 
शैरि 4 


28 


अख्ण्ण्ण 
| 


माता श्रसारद जायसवाल 


एडेल्यी, ए० । 


मसूद, एस० तथा जायसवाल, एम० पी०। 


मुखर्जी, एस० एन०। 
मेहरा, ए० एन० । 


पाण्डेय, आर० एन० । 


रोड, आ्राई० एस० । 


निर्देश 


लाशगला वफ्बाइण्टावल्गाकों #पाट00705, 8ि802- 
फराधा ए्74णााइटाछ00 ?770]6००, (0-9 ॥78- 
पंपपांलड ० 7€८फठा6089, 3953, ] . 


पृ'४०65 ० शाल्शुएशो फथरइतठिाय8, 39 ०खाढा, 
/०7प52ट79900 ?70]6८0., (एक 800 7(८ 
०7 7'४८४४०0089, 4954, 2. 


(१9 4 इवच्ालागोटथा07 ० एंड ॥,०एॉ2०८९ 
पफ7४ 0777 ([ प्रेस में ) 


पो-एच० डी० थीसिस, काशी विश्वविद्यालय, !964. 
बले० कलकत्ता मंथ० सोसा०, 956, 48, 83-95, 


जनं० बनारस हिन्दू युनिवर्सितों, 79062-63, 4%, 
392-343. 


ड्यूक मंथ० जन ०, !944, 44, 565-574. 


४ [7373 ?3753 6 /४7053॥0॥3॥ ?3६॥[८3 
४०!. [], ४० 4. 0८६. ।968, 298०५ 2] 9-224 


लिपिया नोडीफ्लोरा का रासायनिक परीक्षण 


भुवनचन्द्र जोशी 


रसायन विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


| प्राप्त--जनवरी !6, 968 | 


साराश 


प्रत्यधिक निकट सम्बन्धी ग्लुकोसाइडी रंजक पदार्थों के नोडीफ्लोरीडीन “ तथा नोडीफ्लोरीडीन 
8 इन दो अ-ग्लाइकोनों का विस्तार से अध्ययन किया गया है । 


+95(729८४ 
(फल्फांट्न एऋगफराांगरबरग्व एज आए ि०त0ठ7७,. 20 5. ९. व०श5, 7067ए27ए7९० ० 
(7००509, ए]70ए27४0ए ता रिशुं॥50, एप - 


3 एएट0०76 छऋठवागठ7 कण & बणत 70की०5ताए< 3 707 ए।< 20$529ए 769९6 ट्टीएटटशंता८ 
०0]0फ77₹2 7स्‍2(006275 ए८/< एण्वांट्व 77 त€ए०7. 


लिपिया नोडीफ्लोरा नामक पौदे से दो अ्रत्यधिक निकट सम्बन्धी ग्लुकोसाइडी रंजक पदार्थ- 
नोडीफ्लोरिन 4 तथा नोडीफ्लोरिन 3-विलग किये गये । ग्लुकोसाइडों के जलअ्रपघटन से दो अ-ग्लाइकोन 
प्रात हुए--नोडीफ्लोरीडीन 6 (0५५ 75,,0:, गलनांक !28”) तथा नोडीफ्लोरीडीन ऊ (0५8५40$; 
गलनांक 68”) | 


अग्लाइकोन 5 

नोडीफ्लोरीडीन “ में एक हाइड्राक्सि तथा एक मेथिल समूह पाए गये। अ-ग्लाइकोन * को 30% 
नाइट्रिक भ्रम्ल से आक्सीकृत करने पर आक्सेलिक श्रम्ल के साथ ही एक अन्य अश्रम्ल (५५४४7५४५०५, गलनाँक 
248?) प्राप्त हुआ जिसमें दो कार्बोक्सिल, एक हाइड्राक्सिल तथा एक मेथाक्सिल समूह विद्यमान थे । 
अ-ग्लाइकोन / का उत्प्रेरकीय हाइड्रोजनीकरण भी किया गया जिसमें हाइड्रोजन के 4 अण अ्रवशोषित 
हुये । इस हाइड्रोजनीकृत श्र-ग्लाइकोन ४ के आक्सीकरणा से दो श्रम्ल प्राप्त हये- 


. ग्लुटरिक अम्ल (558 /0,, गलनांक 95-96”) तथा 
८४.. पिमेटिक अम्ल (५४8५०, गलनांक 02-04“) 


220 भुवनचन्द्र जोज्ञी 


अग्लाइकोन “) के अवरक्त स्पेक्ट्रम के जटिल पंटर्न में से निम्नांकित प्रमुख अ्रवशोषण पट्टों को चुन 
लिया गया । ४७5३450 सेमी०“ (हाइड्राक्सिल समूह) , !725 सेमी०? (8 ) (प्रथम संयुग्मन में दो 
बन्ध युक्त एक कार्बोक्सिल समूह), 708 सेमी० (5) (प्रथम तथा द्वितीय संयुग्मन में द्विगुशवन्ध युक्त 
कार्बोक्सिल समूह), 647 सेमी०77 (8), 605 स्लेमी०7?, (कीटोनिक समूह के प्रथम तथा द्वितीय 
संयुग्मन में द्विगुशवन्ध युक्त कार्बोक्सिल. समूह), 630 सेमी० 7? (77), 600 सेमी०7 (3) तथा 
390 सेमी०7 (8) (थे अ्रवशोषण पट्ठ संयुग्मन में द्विग॒एाबन्ध की उपस्थिति के सर्वथा अनुकूल हैं)। इन 
अवशोषणा पढ्टों के अ्रतिरिक्त स्पेक्ट्रम में ऐरोमैटीय यौगिकों के पेटने 7400-550 सेमी०7? परास में 
तथा फिगर प्रिंट (#0867 70) क्षेत्र में पाये गये । 


अ-ग्लाइकीन 8 


नोडीफ्लोरीडीन 8 में दो कार्बोक्सिल, एक मेथाक्सिल तथा तीच हाइड्राक्सिल समूह पाये गये । 
90% नाइट्रिक अम्ल द्वारा आक्सीकरण से श्र-ग्लाइकोन 5 से स्लुटरिक अम्ल तथा (५४५९) सूत्र वाला 
अ्रम्ल (ग्लनांक 253" ) प्राप्त हुये । द्वितीय श्रम्ल में दो कार्बोक्सिल, एक. मेथाविसल तथा 8. हाइड्राक्सिल 
समूह प्रास हुये । अलाइकोन ४ के उत्पेरकीय हाइड्रोजनीक रण से हांइड्रोजेन के 5 शरण अंवशोषित हुये । 
इस उत्पाद के पुनः आक्सीक रण से निम्नाकित अम्ल प्राप्त हुये :- 


[. स्लुटेरिक अम्ल (८६8३४0,, गलनांक 95-96") 
2, पिमेटिक अम्ल (0:5090,, गलनांक 02-04०) तथा 
ही: (५700, (गलनांक 2537) 


इसके अवरक्त अध्ययन से नोडीफ्लोरीडीन ५ की भाँति का पैटर्न प्राप्त हुआ ! निम्नांकित्त लाक्षरिक' 
विशिष्टतायें देखी गईं.:- . 


४3425 सेमी०“ (हाइड्राक्सिल समूह ), 755 सेमी०77 (5) (बिना संयुग्मने के! कार्बोक्सिल' 
समूह ), 7708 सेमी०-२ (8) (प्रथम तथा द्वितीय संयुग्मन में हिगुण बन्धों युक्त कार्बोक्सिल समूह), 
047 सैमी० 7 (3) तथा 605 सेमी०7२ (70) (प्रथम तथा द्वितीय संयुग्मन में द्विगुण बन्चों युक्त' एक 
क्ार्बोक्सिल समूह तथा कीटोनिक समूह के संयुग्मन में एक फेनिल समूह), 7630 सेमी०77, 600 सेमी ० 7? 
तथा 900 सेमी?“ ये अवशोषरा पहू संयुस्मन में द्विगुरा बन्धों की उपस्थिति को सूचित करते हैं) ॥..... 


६ 7 0 पक जप पी हर ह 26 अधि 20 (कह 0 कं कप का 2 कर (५५५४ 
:.. ने अवशोषरा पट्टों के साथ ही 7400-!500 सेमी० 7. पर एक अभिलाक्षरिक. पैटर्न द्वारा 


( 


ऐरोमेंटीय नाभिक की उपस्थिति सूचित होती है। 


इन तथ्यों से नोडीफ्लोरीडीन 0. तथा ह की संरचनायें निम्तांकित, प्रकार,लिखी जा सकती हैं :- 


लिपिया नोडीफ्लोरा का; रासायनिक परीक्षण 22] 
(५ प्म्त 5 
घप्र00<-कानद्ा-ठप्त,-दम्त,-दाप्-?त0/ 5 _0(ठप्त-ठप४),--606म 


ही | 
 ०५दछप्त, ,.. ... नोडीफ्लोरीडीन-2 
0 
हि | 
((०(-७,-ए्त,-९फ्त,-५फ्त, का --00(द््न--८0प5),-0500 प्र 


| 


री " ढ भर 
ठप्त |] ठप 
06प्नर, _... नोडीफ्लोरीडीन-ऐ 
.. ग्रयोगात्मक 


कतिपय प्रायोगिक विवरण पहले ही सूचित किये जा चुके हैं / 5। ४६ 


नोडीफ्लोरोडीन *» 


क्‍ हाइड्राइिसिल समूहों की संख्या: 0:2[ ग्राम नोडीफ्लोरीडीन ४ को 2-3 मिली० ऐसीटिक 
ऐनाहाइड्राइड तथा 0'3--0:4 ग्रांम साडियम ऐसीटेट के साथ '0-98 घंटे तक परचवाहित करके ऐसीटिलीकृत 
किया गया। अभिक्रियां मिश्रण को हिमशीतल' जल में डाल कंर तेजी से विलोडित किया 'गया जिससे ए 

तलमय अवशेष ठोस बन गया । जैल' को निथार कर श्रवशेष को ठंडे जल से घोने के बाद उसे छान कर 
सुखा लिया गया। फिर इसे ऐल्कीहल' से क्रिस्टलित 'किया गया तो गुलाबी मूरे क्रिस्टल ( गलनांके 
809-] । 07) प्राप्त हुये । " 


(,, 77,6 ०, के लिये परिगणित मान : ७८ 65745, स्व 588 
ऐसीटिल' (एक, समूह हे 


45 5 प्राप्त मान : 2055-45, प्र 5:68, ऐसीटिल 98 


॥ व. ४३३ 
+ के | 
६:80 2 


नोडीफ्लोरीडीन 3 का आक्सीकरण | 


]5 ग्राम नोडीफ्लोरीडीन ४ को 75 पमिली० - सान्द्र नाइट्रिक अ्रम्ल के साथ मिश्रित कुरके 3--6 
घंटे तक पश्चवाहित किया गया । फिर शअभिक्रिया मिश्रण को हिमशीतल जल में डाल कर तब तक सोडि- 
यम बाइकार्बोनिर्ट का संतृप्त विलयन डॉला गया जब तक कि विलयन उंदासीन नहीं हो गया । विलयन को 
सान्द्रित 'करंके श्रव्शैंष को गरम ऐल्कोहल में विलंयित किया गया । ठंडा करने “पर एक ठोस (8) गलनाँक 
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208”) विलग हो गया। मातृद्रव को और श्रधिक सान्द्रित करने पर एक ठोस < मिला जिसे पुन: 
क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 700-87) 


ठोस 5: यह आक्सेलिक अम्ल निकला । 
ठोस 3: इसे ऐसीटोन से पुनः क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 2487) 


(५7५0, के लिये परिगणित मान : ८ 50:94, खत 3" 77, श्रण॒भार के 
मेथाक्सिल समूह 47:62 कार्बोविसल समूह 
(दो) 424 
प्राप्त्मान: (४ 3.22, छल 3:65, अणुभार 2१6, 
समूह !5:23, कार्बोक्सिल समूह 834 
मेथाक्सिल 


नोडीफ्लोरीडीन “ का हाइडोजनीकरण 


2 ग्राम नोडीफ्लोरीडीन & को 200 मिली० एथनॉल में विलयित करके अभिक्रिया-मिश्रण में 
0-5 ग्राम उत्प्रेरक (?०/0०८०0, ) डाल दिया गया । इस मिश्रण को 3 घंटे तक, जब तक कि हाइड्रोजन 
अवशोषण के कारण आयतन में और अधिक परिवर्तन नहीं देखा गया, हाइड्रोजनीकरण के लिये रख 
छोडा गया। फिर अभिक्रिया-मिश्रण को छान कर निर्वात में उसे सान्द्रित किया गया। इससे एक 
चिपचिपा ठोस प्राप्त हुआ जिसे क्रिस्टलित नहीं किया जा सका | 


इस चिपचिपे ठोस को 20 मिली० नाइट्रिक अ्रम्ल के साथ जल-अवगाह के ऊपर 6-8 घंटे तक 
परचवाहित किया गया और फिर अभिक्रिया-मिश्रण को हिमशीतल' जल में डाल दिया गया। इसे 
सोडियम काबनिट के संतृप्त विलयन द्वारा उदासीन बनाया गया । विलयन को निर्वात में सान्द्रित किया 
गया श्रौर गरम संतृप्त विलयन में से तीन ठोस (क, ख, ग) पृथक किये गये । 


ठोस क: इसे ऐल्कोहल से पुनःक्रिस्टलित किया गया (गलनांक 95--96?)। यह ग्लुटेरिक 
ग्रम्ल निकला । 
ठोस ख: इसे ऐल्कोहल से पुनः क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 402--04?) । 
९; ५0, के लिये परिगणित मान : (४52.5, जल 7.8, अ्रणभार 60 
प्राप्त मान : ० 92.9, छल 7.8, अणभार 68 
गुणधर्मों के श्राधार पर यह हेप्टन डाइओोयिक श्रम्ल प्रतीत हुआ किन्तु इसका विशुद्ध नमूना 
प्राप्त न होने के कारण इसकी पुष्टि नहीं हो सकी । 
ठोस ग: इसे ऐसीटोन से पुनः क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 248”) । इसका सूत्र 0५8५0 
निकला श्रौर यह नोडीफ्लोरीडीन “ के आक्सीकरण से प्राप्त ठोस 8 के समान ही 
प्रतीत हुआ । 


लिपिया नोडीफ्लोरा का रासायनिक परीक्षण 223 
नोडीफ्लोरीडीन 8 


हाइड्राक्सिल समूह की संख्या : ऊपर दी गई विधि के अनुसार ऐसीटीलीकरण द्वारा लाल भूरा 
पत्तीदार यौगिक प्राप्त हुआ (गलनांक 3377) । 


0,,9,५0,५ के लिये परिगणित मान : ८ 59:34 पे 5:49, अणुभार 546: ऐसीटिल मान 
(3 समूहों के लिये) 23:07 


प्राप्त मान : 0 59:72, स्व 5:56, अ्ण॒भार 549, ऐसीटिल मान 
०5-65 


नोडीफ्लो रीडीन 5 का आक्सीकरण 


-5 ग्राम पदार्थ को 5 मिली० साद्दध नाइट्रिक अम्ल के साथ जलअवगाह पर 6-9 घंटे तक 
पदचवाहित किया गया । इसके पश्चात्‌ नोडीफ्लोरीडीन * के श्रन्तर्गत दी हुई क्रिया दृहराई गईं। इससे 
तीन पदार्थ प्राप्त हुये : 


() ठोस श्र:  ऐल्कोहल के साथ बारम्बार क्रिस्टलन द्वारा एक पदार्थ प्राप्त हुआ (गलनांक 
00:6-00-:8?) जो आक्सेलिक अम्ल निकला । 


(2) ठोस झा: अशुद्ध प्रभाज को ऐल्कोहल से क्रिस्टलित किया गया (गलनांक 95:5-95.97)। 
यह ग्लुटरिक श्रम्ल निकला । 


(3) ठोस इ : ऐसीटोन से अशुद्ध प्रभाज का पुनः क्रिस्टलन किया गया (गलनांक 4537)। 


0,8,0; के लिये परिगशित मान : ८ 44.26, प्र 3.27, अ्रण भार 244, मेथाक्सिल समूह 
(एक) !2.7 कार्बोक्सिल समूह (दो) 36.8 


प्राप्त मान : 6 44.48, 8 3.47, श्रणभार <5, मेथाक्सिल समूह 
2.85, कार्बोक्सिल समूह 37.2. 


नोडीफ्लोरीडीन 5 का हाइडोजनीकरण 


नोडीफ्लोरीडीन “ की' ही भाँति 2.2 ग्राम नोडोफ्लोरीडीन लेकर हाइड्रोजनीकरण की क्रिया 
सम्पन्न की गई । हाइड्रोजन के तीन अणु अवशोषित हुये । अशुद्ध हाइड्रोजनीकृत पदार्थ को नाइट्रिक अम्ल 
द्वारा आक्सीकृत किया गया । अन्त में प्रभाजी क्रिस्टलन द्वारा तीन पदार्थ प्राप्त हुये :- 


पदार्थ (४) इसे ऐल्कोहल से क्रिस्टलित करने पर जो पदार्थ प्राप्त हुआ (गलनांक 95-967) 
वह ग्लुटरिक अम्ल निकला । 


224 5.  भुवनचन्द्र जोशी 


पदार्थ (४) इसे ऐल्कोहल से क्रिस्टलित करने पर जो पदार्थ मिला (गलनांक !02-04 ) 
वह हाइड्रोजनीकृत नोडीफ्लोरीडीन » के आक्सीकरणा से प्राप्त पदार्थ हेप्टेन 
 डोइओयिक श्रम्ल के समान निकला। 


पदार्थ (7) इसे ऐसीटोन से क्रिस्टलित किया गया ( गलनांक 258? )। यह (५ प्र, ०, 
... अम्ल समान है जो नोडीफ्लोरीडीन ऊ के आक्सीकररा से प्राप्त ठोस (इ) है। 
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!. जोशी, भुवनचन्द्र । डो० फिल्‌० थीसिसि, प्रयाग विश्वविद्यालय, 956. 


2. जोशी, बी० सी० तथा भाकुनी, डी० एस० । जने० सांइंटि० इंड० रिसचें०, !959, 8 8, 523. 


3. गुल्ड, रस्ट्रिक । हे बायोकेमि० जनं०, 935, 28, 640. 
4. रोस्ट्रिक तथा राबिन्सन । जने कंमि० सोसा०, 938, 2056, 


०. क्रकशक तथा राबिन्सन । वही, !938 2064. 


४ ]7]3॥73 ?375]9306 /#&7053॥0]॥ 3॥ ?3६।॥[८७ 
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माइजर परिवते से सम्बद्ध प्रमेय 
आरण० डो० अग्रवाल 
गरियत विभाग, एस०ए०टो०श्राई०, विदिशा 


[ प्राप्त-मार्च 3, 968 ] 


सारांश 


प्रस्तुत निबंध का उद्देश्य माइजर परिवर्त एवं लेपलास परिवर्त तथा सार्वीक्रेत लेपलास परिवर्त 
से दो प्रमेयों की स्थापना करना है। इन प्रमेयों द्वारा माइजर परिवर्त एवं सार्वीक्त लेपलास परिवर्त 
को विभिन्न कार्यकर्ताश्रों द्वारा प्राप्त परिवर्तों के द्वारा स्थानान्तरित करके कई 'रोचक विशिष्ट दशाएँ 
प्राप्त की जा सकती हैं किन्तु यहाँ हम प्रमेयों द्वारा प्राप्त नवीन समाकल ही प्रस्तुत करेंगे । 


37>56079 ८ 


पफलठ-#टकाड 06ए िटॉएल९ओम एप्ब्यड०ठिड, 29 है|. 9. 582७०), ८०००ए7०7६ ० 
2 दादा25, 9. 3. ॥ ८, 7शडा०, भाव» (१.7०.). 


क्र ढगॉंजुब्टा ० 6 एएकलककाए एबएल' वं5 0. 6छबजछग चं।९0वाड ०0076८0ं78 लुदए 
एद्या्थणए जाए ॥॥08०९ ब०णव एद्ालाथ्ांइट्त 4.8ए2०० फ्रगाइणिया, ०8ए०ए पंत (८7८5070 ९ 
एकाएपटप्रीदा/ 28865 ८7 76 60764 99 इशंए३ एथ/प्रंटपॉ०+ एथप्ट5 (० ९९० 7006 8०7८- 
एथ]ाउलत ॥.39]8९९ प्रद्चाएिा.,.. कझ्रए्छए<एठ', ९ #8ए९ ९एथॉप०८त ॥6०९ 5076 7९एछ वंगाटए/थ5 
०7एप. 


. विषय प्रवेश :- श्रग्रवाल' ने, लैपलास परिवर्त को जो पारिभाषित है 
४005७ | «”/(४) 4 (7१) 
सार्वक्कत किया है जो इस प्रकार है :--- 
१(() | (80) 7?०7/१ ८7/%४ 84..,,0, ,, (४7) /(/) ४ (:2) 


यदि हम (*2) में (#--/०5-) रखें तो बह (] हो ) में लचुकरित होगा । 
4? 5 
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माइजर परिवर्त इस प्रकार पारिभाषित है : क्‍ 
800) 5+ | (07778 ८/% क्र, # (४0 /0) ४ (08) 


यदि हम (!.3) में #--॥« रखें तो वह (:!) में लघुकरित होगा। (7), (!.2) और (/ 3) 
को क्रम से निम्नांकित प्रकार से दर्शाया जावेगा :- 





7000 600 77 कई कक ४ (४) 








फाक्स के ि-फलन की जो परिभाषा प्रयोग में लाई गई है वह इस प्रकार है +-- 





मम 3 ०) 
प्र! | 3) दा» ८)5 43 (८| २ 5 
2] ध्‌ं दे (84, है 2 ब्++०+»१०००७०५०नरट ० । (8८, ५) 
8 8 8 4 (]-- ०-24) 
द मी आफ की 204 
थ्तट 
2४ 7 7(-6; 47/8)7/(०८- ०६) 


“ल्था+ 3 337 + । ह र 
जहाँ पर खाली गुशनफल हो वह ! होगा यदि 0७:69, 05:७<(#. 


सब ८५ और /? घनात्मक हैं, “. बारने पघकार का कंद्वर इस तरह है कि 7(०,-- 8 ; 
क-, 2, ..., ; के पोल कंट्र के दाहिने तरफ हों और 7(।--७|--0० ४६) :/४5, 2, ..., ४ के सब 
पोल कंटूर के बाएं तरफ हों। प्राचल भी इस प्रकार प्रतिबद्ध हो कि समाकल अभिसारी हो । 


१९ 


जब सब ८४5 और /5, 5 के बराबर हों उस समय/7-फलन और 6-फलन इस प्रकार संबंधित हैं 
0; ४ | (दा) 5) 5-७ (६ 3)| *' मर | इ॥8 49 ** 3 
बह 2] ब््ः 8, , 


(64, 8) 9 १९०2 (8८, 5) 9, ध्‌ *+५०) 60 
जहाँ 5 धन पूर्ण संख्या है । द 








2. प्रमेय..... ः ः 
यदि द 4 (#) क*”7 /(0) क्‍ ः (2) 
४४४ 4/2 ०*« 9 
ओर (0) उत्च्तन #077 7, , (2677) /(४) (2-9) 
तब. ५/(०) कही फट छ | “#:77/8 (७ --६)/!/* --47(2(--००)/22(६५ ०) 
20 कर अपना 


! 20 
|... रीवी७3/% ४ हद 2) । #(६--०) ८४ 
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जहां 2५ #>0, 2६ ००0; 7७(०)-०; था #77#/7) का लेपलास परिवर्त और ॥?77 7,/ (267/)/7) 
के माइजर परिवर्त का अस्तित्व हो । 


उपपत्ति :-राठी? ने दर्शाया है कि 


675 (8--०)* 
2.40 77 4) 0 75075: 


१ 4५, (6077) ८०४४१ ॥7,, ६ #०): 
-((27--०)०८/8+(४--०) ) | ० (9- 
दी प ७४ पाठ ०) का 
जहाँ 76४ #7>20, 2४४ ०:०0 2४ (८7) >> 0; 
(2) लेपलास के गुर के द्वारा, 


4 


7६ ४४7० ८०४० /७) (25) 


अब (2-4) तथा (25) में पा्सेवल और गोल्डस्टीन के प्रमेय का प्रयोग करने पर तथा (22) की 
सहायता से विवेचना करने पर वांछित प्रमेय प्राप्त होगा। 


विशिष्ट दशा 


55७ लेने पर उपर्युक्त प्रमेय विघटित होगा, 


यदि. $0)ल्‍#-//६) 
ओर ३ (0) ज्ने१+7 ॥, (26772) //) 
तब २४०) 5-२ जकप्मा कण हक? (!--०/४)77 ८77 (४-०) 4॥ 


जहाँ. २0० ४:>०, 72४ ००0; 720 (८०) ०0 तथा ॥#77४ 78) और ४77१ /(४) 2/४(2०४) के लेपलास परिवर्त 
का श्रस्तित्व हो । 


उदाहरण १: . 
माना कि 


/(४) च्स ॥ | (० (६4 ८१) ५, ४ क७ ८ + ब (4८%, ८.) | 


(0, , 7) 209. 80% 88280 %08 9 (84, 4) 





तब गुप्ता के द्वारा 


70५, 7+7 2 [(०-#, ०), (०,, 23). «३ (६.५, ८./) 
$(/) 747. 4 | जा है? 0 2 कम (8८, ./4) | 


46 आरण० डी० अग्रवाल 
यदि २४ #7>0, 76 ०7720; /२४ (0-#+! न-० एम) >0 (#ननव, 2,..- ॥77) 


और निम्नांकित में से एक शर्ते तुष्ट हो :- 


को 
. 0८००0; |कडट ८| < 5 
2 ; 
पे 3 >>0 : [०४ ४८|<-ठ /४४(/५ “+-) < 0 


जहाँ १” और /« क्रम से ये राशियाँ दशवेंगी 


72 2? 
शत | करके वीए है |] तथा ४7/-9)+:<“ (०) < (४, 
लय स्व 3 नस ॥ ः 
श्रब 

४(७)7% | 80 8 ८7% #७, ५ (४४) /7"77 20,2०४“) 


का |] | | 





00387 अरे कपडे » (6१, ८.०») त का 
(20207 5 4 कलह » (9५, 4 


उपयुक्त समाकल का मान निकालने के लिये हमें 2, (2८77/“) का प्रसार करना होगा। दर्शायी 
हुई दक्ाओं में समाकल और संकलन पूर्णतः श्रभिसारी है अतः हम समाकलन और संकलन के क्रम को 
द ला वाली पूसिन के प्रमेय द्वारा उलट सकते हैं । गुप्ता" के द्वारा संकलन को हल करने पर 


हा झ् (447 ] 
>9० जम जी (#-+-2/--4).. #0/#/#7 


60 “ “7, ०), (६-9-77/-772/:--/, ०), (०, ४), -७ (०./) ४५) | 
१+2,4+ 7 !7 (9,, 35), ००; (8८: /4)५ (2//--/४-7/2 7-४ 9 ०) । 


यदि 7४(०):०0, 7४ /#:>0; ((#-0-६#-2 न--0 मंद )20 [4 ६:52: 2७४7) 
और निम्नांकित एक शर्ते तुष्ट हो 


. 2 >0 ; [८४४ ८[< दर 
2« १ >>0 [८००४ ८| ठ 5 (४(७ -+- ])< 0 ्््ू+ हक आओ 9 ) 


जहाँ > और / का मान ऊपर की भाँति.है।. . 
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उपयुक्त मान (2.3) में रखने और सरल करने पर 


रे श्र 
५ ) 


£(/-- ०.) | 
7, 7-+7 | हन्‍# (9-7४, ०), (६, ८१)5 १७७३ (५.५५ | का 
23% 200 0 6 8 6/ दही (70 कप न कर » (04५ 4५) 





न्‍अलक+>नननक 
प्रध्णाााआाब 


डे आप ४-8 7(2७+-]) ध्शफशफर 
ह0. ०047६ 77/4+॥#+? /"(9०/--/--) #! 


77, ॥+2 बा ((--/-77-:2/0--4, ०), (&, ०७), ---, (०५; ८) 
7+5, 4+१| ०० |(४,, [), ---- (9८५ 4), (26--/४--7--/--,०) 


यदि 72४ ०>>0, 7४(०):०0;: 72४(०९) 0; /२८ (##न- [--० कक 20 (४55], 2, ...., 7) 
६ 


| ०++४-+#६४ 4-० न 7 कक) 20 राह) 
और < में दर्शायी शर्तों में से एक तुष्ट हो । 
विशिष्ट दशाएँ 


सब ८५ और /“ का मान ० के बराबर लेने पर ऊपर का समाकल निम्न रूप में विघटित होगा :-- 


की -/(-१/2 ((-0-- थे ु 2 
॥ [ 7/2($-- ७) 5 0-4. /2 ८ (27--- 6) /! (६-- ८९) 44:+/2, । िया। ८ 


77, ॥न- | ्ट 


वि 0-#, ५ «००9 है , 
३7+*, ५ ६--० 


90325 05 





५ 808 (न) 4 (&/0 574) हे 2704 


०००० का छठ ७--+्कीदछसलशआ-एफ; न #ज- ] ) 6,/0+2+4747-॥/४-3/2 /ी || [ 


70, 7--2 ८ 
६ ०,/+३, 47 & 


(4--/0--7-- ), (//क्‍/0-72/४-777- 0५ 44, ««*५ ४) 
84, *००) 8५५ (2//--/४--/2-7-- ] ) 





यदि 208 ००००, 2७(६१) >0; 7४(०--॥-#-+/४-+-2 नह 60)>>0.. (#5, 2, ,..#) 

(ऐ४(०--/-- ! हम 000 ५ 5 पे  ॥जक । ८ ५ ४४०7) द 

उदाहरण 2 : द 
माना कि: 


430 आरण० डी० श्रग्रवाल 


मुकर्जी” के अनुसार, 


__ 2(०-2£+---#) 
04 2 महज 


रे (१ हक १ (०7267: $0772+ 2-56) . | 
बी बडे | 8.04 845 05370 -]) 705० 30) 2 


!ः ६“? % ' 


यदि 2४४ ४70, जब 5>५+. २४१-४)२०० तथा 22४ /2>24 जब ४5-२-+-॥ 


भ्रब ४७) |. (0 "776 ह/क कक (8) हवा ३ 
7५५ (26/7/%) हक >मलन्ल्नननलक# -:/*| धः 
83, 20:26 कट 9 5 


उपर्यूक्त समाकल का मान निकालने के लिये हमें /.,, (2८४7?) का प्रसार करना होगा। दर्शायी 
हुई दक्ाश्रों में समाकल और संकलन पूर्णतः अभिसारी हैं, अतः हम समाकलन और संकलन के क्रम को 
द ला वाली पूमिन के प्रमेय से उलट सकते हैं । 


मुकर्जी” के अ्रनुसार संकलन को हल करने पर 


(4)%/५9 7(७--७--१--2--/४--/£) 


लक ६. अक, ३86 “अप मिलनी आ 5 मा ० दिए 2408 अली शलिएए 2: मं मिलिलक अल 8 8 
४(/) ०४ (2/0+-7 +- । ) 7० बन न॑-2--2/#) # ! !? | # 


था ०७, *"*०३ ०-५७ 3(2--/४४-१-- /4 /:) 
१ +-4्ई ४+2 हे कह 8, 3(/27॥<7-7-+- 3 > ३० 9 के !ँ | 


यदि “१४ #7>0, जब 77>7-+- ] तथा 7१४ #7>] जब $+%--, 7९(०--/४ -++ --॥0७-7/४) >> 0 
उपयुक्त मान ( 23 ) में रखने ओर सरल करने पर 


| ## 3/2 (६... ७) ह६-?-१/ 6747(2:+6)॥:(६- ५0.) ह, / # की ते | या 
प7... **5०) ८; 3(2-72#-+- -:/) 3(2 2/--2 --/) हैः | 
300 03८ ० मत **००9 ० कि 3(2--3/--), $(/--3#--3) (/-०) 


222 _/ध(2/७--)) / (--/४ +/2) (--४ +-/2) >> ५0 ॥(७--/॥-+-२+-२2-८॥४ ---/2) 2/2.+-2१--7. 
. ॥(०७-#न--) ०/िए/०१/4 <...... /(०--/४-7१--2-2/) #| 6 

74 | 9०% (2-॥-2 -: (४१०7४), ई(2-7/८-४१/-७ -£/४--/) 
॥+4 5+ 2 8 8 (2--2/+- --/«--०) 2(2--॥« --2/--7) 








; +73] 


यदि 22८(५१) ०20. 22४ ०:70, जब 5>9+7 तथा २२४ ०:०4 जब 555»--१ 
708(०-४%)>090, /४(७न-॥४न+-१ -:॥५--*) ०0 
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3. प्रमेय 2: 


] शी 
यदि ५( #, ८) का ८ /(॥/४) (3) 








भ्ौर .  , . /00 2 किट (5 (3-2) 


हा है.) द+/४+/4-4 
7 न मल व ५ कक | का 
जम 338 झश >ज०) उ(2/७+) ४-७७ 7 -४%-+»+]) ८१7१ | --४)/ 
“४ (2) $(5, ००: 
जहाँ. #+/८---+ ३; ०८च|्एन-ई 


यदि | ०5४३3 20 (७-+-३):>20: 7४४ (४-0) >|/७ | और /7#7*-१ /(/) के माइजर 
परिवर्त का अस्तित्व हो । 


उपपत्ति :--[ 9; 72. 493 ] सम्बंध को सरल करने पर 


री4.. आए (यो 


>े 4 कि हे हे 3 8 2 जम ली 
(230 27 5 ६] गा | (2|%+ * 4 ((--/४ “-?) 


_(४--॥+ »-+7) ४/87 #7*०४ ॥7,, »(४) ह (34) 
जहाँ. #ल्‍्यल-ि ग्णन- 
यदि [8 #|<श: ४४(/८-+-३) ०0 ; /१४(॥४--#) >> |/९४ »| 


(3.) और (3.2) में पार्सेवल और गोल्डस्टीन के प्रमेय का प्रयोग करने पर 


' 87 (+-+शा० 


॥ 7 या 9 है | ( 4 
जल (2/८-7) ४ (४-॥/४-००) 2(५४--/४+-०न-१) | 30 ॥60/ के (0 हर (/)“ 


| 77 (--7)/ 72, * (---27) $(४, ८) ०. 


# तथा / का स्थानान्तरण क्रम से & तथा #४-+-ई से बाए तरफ करने पर और (3:2) की सहायता से 
उसकी-विवेचना करने पर वांछित प्रमेय प्राप्त होगा । 


उदाहरण ४: 


॥ दर “ ) ग् सु | 
. माना कि: /(४<*7४,(४ 
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अग्रवाल? के फल के द्वारा 
क्‍ 7"/-मे+जन की) 7७० घन 9) 8# का 


8900-77 कुछ-जननिक कशानीरिगोलिलपआर 








3 लय आओ. (५ (णाशै-57/9 ; ईताई | 5 ]-- | 
७-+>े-++ डर: 2/४-7 ? #- बन /शिद ?न--)--/24 


यदि 70(/-)>-5० 7२० “733 *४(१--/+१/260) ० 
जब कि 2” संकलन श्रग्रवाल? के द्वारा इस ब्रकार पारिभाषित है 
#77: 4, 8; 4 | |ण हाफ (८)+ (9 )। (८)++४ (4), * »' 
गिर कक, जा 


ग्रौर जब ८5-०४ तब वह॒परिचित #' में लघरुघटित होता हे 


हे हु हु ह। जा कि 9, ८; ४, 2 | 


 ग्रब, 


(0) 
0७0०० [के 770 दशक आगनोए#7४४ ह, 4९ #/फ्रिलाक रह) ४5 


कुलश्रेष्ठ' ने दर्शाया है कि 


धत्‌ 


॥0 डक , 8५ 





| हे अजय ८78| ॥7,, ॥7( 20%) 6.) | । थ््द्ी 
0 + 





१+#-7/29|2)773/2.. % ै 
2 हे १ हक (८ 

शक (2) /77/%७--०) ४ + ३ हल 7, (2 #+०णे कै 

-- ७ (७, ३-8॥९००१)) 0 (8, 3-777-+-२)५ 44, **४७ क) 


दी उिकशा श्र 
( 9.,, -०००००००००००००००** »+ 083 -- /४ (॥, ) --+--०--7) 


१+श0, 0 का (४-०) 


यदि 2०/४-+-०) >0, 7४()-:४-+-१) ० ९, ४७) >0, #><9, 8:%] 





2(०-।2> (»-+-0०) तथा |#& टेक | < (०-+-१-7 ३१-३0)? 


8--, 9/उ२१, 0752, 0 55-“7/8॥-7०, 8, ८5-7%४-7०, (४77३५ 


उपर्युक्त संकलन में शतत) ८77५-१०, ०5२१४, |; 
[ और 5 से करें। श्र निम्नलिखित 


०नती और », £, ?#£ का स्थानान्तर क्रम से ॥--२-/८7 $ 


सबध पीडि 
£--7-- ॥) ) 
(--#-- ३, //+॥४| है 





#““ 
7(3+#%-8 7३-छ-ह) # ह/#६ ॥कऋओ 02 [क 
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का उपयोग करके हल कर तो 
(#--०) /(--१--० ) ( --6) शिरै//+४+॥ 5 7! न 


८ (जा) 65 ॥ 6 िन-#-5-का-7) 3 +शा+शेन॑., 
अ4 3, 32-५4 7४-7०, ॥7 


॥--८०, (---॥४-+-वै +- |४६-१ ५८ 








यदि 7४(८--३):>0, 28 ३--#--४--शै०।४- $) 2 0 [७४४ ००४, << ढ़ 
उपर्युक्त मान (33) में रखने और सरल करने पर 
ब ४/7 (| -- ४) / <+ऐ (0 
0० [ +#-- !/26) /77%१४/2 2,, (४+-2«) 
भटक शिनजल : #-ा्, (-रटैर5+ 4 ४77 . 4 | रा 
ग॥लतेज कई. कआषनीए / जबुछआिफाशबइ? #का नी शक 


हर 0 मेल न पटल पर ] ) /४--/७--४-+- ] ) (४-- ४७ --+ 9) ॥((५--)--/-+-$) 9777 (--7४) 05--4/& 


नमन मनन न नल न न ननननन मनन मनन तन नानी 


हे 
ग (£-+-3) ४ (#--7०) ४ (-7#-7०) :((४-है ८४४ # दि ७ ४-त 


ऊँ अं (टया हे | 6 
१र०0 #! ८रन- 3,32५ ८-- ४ 





नीनिनाओऊ 





ैै "(०-०४४०४००४-- १, /-०॥/५४-+ 5-97 ; || ] 
“777770 , 7770, (--#४--0ै--|४--/-- है 





यदि /४(८--३)7>0, [&€ ४|<» /7४(/--३) >> 0, /४४(/--/») > [४४ ०| 


८(3--5--॥--२--॥४-- ३) 270; 22४(/४-- १ै-:४-- ३) >> 0 


क्तज्ञता-ज्ञापन 


रा 


प्रस्तुत शोध निबंध की तंयारी में डा० पी० एम० गुप्ता ने जो सहायता पहुँचाई तथा 
प्राचार्य वि० वि० नातू से जो प्रोत्साहन मिला उसके लिये लेखक उनका आभारी है । 


निर्देश 
]. श्रग्नवाल, आर० डी० । नेश० इंस्टी० साइं० (इंडिया) में प्रकाशनाधीोन । 
2. प्रग्रवाल, आर० डी० । वही । 
3. वही। प्रकाशनाथथ प्र षित ॥ 


27? 6 


2934 . आरण० डी० ग्ग्रवाल 


4. एडल्यी ! -+4068 0 68४७) ॥फ78४070, भागों , 954. 
>.  फाक्स, सी० । रा ट्रांज ० असे० सेथ० सोसा०, 96, 98, 395-429. 
0. गुप्ता, क० सी० । ख79९8 वेट [8 802, इटां,.. त८. #पड८॥0९8, 


4965, 97-06: 


7. कुलश्रेष्ठ, एस० के० । पी०एच-डी ० शोध प्रबन्ध, राजस्थान वि०वि०, 967, 
2. मुकर्जी, एस० एन० । बुले० कलकत्ता मेंथ० सोसा०, 962, 54, 85- 
4 0 8 हम 


39. राठी, पी० एन० । : जन ० लन्दन सेथ० सोसा०, 965, 40, 3867-69. 


४ []3973 २३75॥3व06 /&॥0७5370|937 ?307[[८9 
४0. [4, (४०. 4, 00८८. ।968, 73४०5 235-24| 


दो चलों के सा्वोक्नत हेंकेल परिवते के कुछ उत्क्रमण सूत्र 


राम शंकर पाठक तथा कमला कान्‍्त सिह 
गरिएत विभाग, काशो हिन्दू विश्वविद्यालय 
एवं 
आदित्य नारायण 
गवनमेन्ट कालिज, चकिया, वराणसो 


[प्रात--अगस्त 22, 968] 
सारांश 
इस अभिपत्र में दो चलों के सार्वीक्षत हैंकेल परिवर्त के कुछ उत्कमण सूत्र निकाले गये हैं । 
9579९ 


807८ फाएर#डांग्एफ िफ्फ््पॉग्ट 07 फट 8इ०एटल्‍थाायटत लग्काटा] ए#बाड005 ०ग ६४४० 
एवाबॉज९०5.,. 29 ९. 5. >ब्पानोर बात हु. हू. 5870, +ै०पाटएथएंठ5 7008/ए76९7६, 3. 7. (७. 
0४३7४7०७57 3704 6. पक], (70ए277००० (४०0068०, (७77८७, ४०7०7088. 


[व एंड 7००० [४० ग्रीएकशंता िफापोंब९6 छि। पाल इच्णणाब्ाइलत सिग्फदो फ्रशाडणिफा ण 


(५० एक 77]65 
8४9 5[ | (5 जग को फोम जीन्स कक 
0४०. श्त्ः 3) ४५93 ३५2 ' 


#&ए९ 2९९४७ 057०१ छफआांदा 5 2 व्ाव्यब्रंगा ० परोह इच्ाकथाडव्त सिंग्य:ट] (0807 0 ०९ 
एक 9]6 डपवाट्व एप 74070. ही. के. हो. ! 


पाठक ने हैंकेल परिवर्त को निम्नलिखित सार्वोक्रृत रूप दिया था : 
(05 | (29)7/ कै, 0 (४0) (9) ० (-]) 


के । का (जा (३०) ”/227% ५0 
ज् ४,2४0 . #*«0 ४ (]+शै-+०)४ (।+शै+/9) कु 
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(.) में जब /८5-! लेते हैं तो वह लोमेल परिवर्तः में और जब »--0 तो सार्वीक्षत हैंकेल परिवर्तः में 
संक्षिप्त हो जाता । 


यदि श्रष्टियों 


ह#8 (४07१ 3, (#]) 


५ न्‍ (४५2 
7५(4५१9)-०(५9)7/ 3,, ,, (५9) 
की सहायता से द्विक समाकल का रूपान्तरण किया जाय तो हम समाकल समीकरण 


४५99) |, |, ही. 206७) /७०) # ७ 


| ॥ फथेट की, 09 फल (कोण हा, ७)//७५ 3) #% ७. 
('2) 
प्राप्त करते हैं । 
इस अभिपत्र का उद्द श्य (!2) के उत्क्रमण सूत्र निकालना है । 
प्रथम उत्कमर सूत्र 
(72) से दोनों ओर #7779<47"४ से गुणा करने पर तथा # और 9 के सापेक्ष समाकलन करने 
पर हमें 


(जद |, | $(#, 4) #77 (72 ८6 ६0 

||, /7 कक कर [0०३० क्ोफ कं) (५ (0) 309, 2५३४) ७, >) ६ «६ 

| |. (७)7/ (5, 9) बं5 ८ | 8शनप काना हा 0 का / 

पल :9/ 77 /(४, 9) 4४ ८० ॥26 ५ य, प (४४) 3, )५ (५))०/८५ 
प्राप्त होता है। यदि समाकलन का उत्क्रमण न्यायप्ंगत हो तो आंतरिक द्विक समाकल 


[>ज, लब्न ही ० )20-(+ 5) 


कल नानक नि न नरतामनकलक ०2» अप १५ +५+मपा़म.५॥»७७ ५७.५. +क ७४». 


गुफल)- अदरक रह - टेट) 


जिसमें 0<#(»--७--22)<2, 0</5] और जब “नह! तो अतिरिक्त शर्त 2(०--)»)<8/2 
४>0 है; की सहायता से हल करने पर 





प 8 


दो चलों के सार्वीक्षत हैंकेल परिवर्त के कुछ उत्क्रमरा सूत्र 237 


५ 7 0 
274-77-7५2 हु +» |; कु | ]-- ( नए +3/27प | 


कक व + कल्प (2 जम ) गली शक जज 
[ककया (हि के औरप- 0 व _ शत डर 
72722? 7! न 2; 
7१75 ) 7 । ] | 
का हु धो अ न +- १9 «- 
रे । --४५४ +- १५७ -- भू 2) | |. हज अर (2, 924४4) 
5) 
प्रात होता है । 
अब द्विक मेलिन उत्कमणा सूत्र” की सहायता से हम 
5 8 5 | अल इक न 6 ० ली] | ः । 27 3/2--%)) 
202 लत कल्प 
है (24 2) 


धराणा दकनांण 2 तय ०7७ 7 गा पा | -भ+ आर) 
की 2 हर शक 
[कखनफ-# च2 042७) 7[- 2 2 
हनजी उपलला का: व इकाए गाज बसा पाक उंबबा आया जकाम 7 77 ४ % ऋण ला. 2९% ४778 दं।4 4३. 
8 6 2 2 । 7" -. ( शिया 3/2 778 ) द | 
| 2. /+७| 2 (- (७+7 ४-४ )| 


(|*4) 
प्राप्त करते हैं, जिसमें 


(2). (79, 79) कर कह मं शत दृ० 38 6५, 4) ०0 ८4 और 7», 9) खंडशा: सतत है, (5) 
(४४) द्विक समाकल | ' हा &एए0 973 (५, 9) ८४ 4) परम शअ्भिसारी है। 


ओर (४४) द्विक समाकल | | &वा77 ४०८४-०7 (४9) ४४ ८७ भी परम अभिसारी है। 


जिसमें #॥/55०८४-+-४४/), “7००<://< ००, »75१, 2, समाकलन के क्रम का उत्क्रमण निम्नलिखित द 
विधि से न्‍्यायसंगत सिद्ध किया जा सकता है। 


माना /(५, ))/50(४९५, 972) जिसमें » और 9 लघु संख्यायें हैं और « के लघु मानों के हे ः 


उ,, + (४050०(४”*) तो 


है 2०५ ४ 


०३8 राम शंकर पाठक, कमलाकानत सिंह तथा ग्रादित्य नारायश 


द्विकि समाकल 4 (£, ९) जा! 6(/8-7५2 | न 3223 07506 हलक (2८) 


क। ल्‍ + है! 


पर है ह ह 
>9,2»५ (60) (७ 3) # 4 


जिसमें «,, «2 लघुसंख्यायें हैं, एकरूपत: अ्भिसारी होगा यदि ४:20, 0::0; 
(०.५ नी ै.. न 2) >> दम 8. हि ढ 


इसी प्रकार ह्विक समाकल भी 
2, * ३ (64 ' 
के (5 9) >--,१/४./ ८ का दि (६७, 9) | | 94 ८) | है 4/2-79 
00 


ह ्न्प (८५ 
“+,, शै्न्‌ (१४) ४३, )० (49) 2 ४५ 


जिसमें ८5, «; लघुसंख्यायें हैं, एकरूपत: अभिसारी होगा यदि 
अस्त) >ल्लो03 [एन शग.,--॥/):०+>]॥ (१55, 2) 
हम जानते हैं कि & श्रौर » के वृहद मानों के लिये (पाठक) 
पे 8१7७ ) ४. 54 १7६ ८05 ग।) 
“6-47 720-4/(४4-2 2 +/2).: ८5. । 5 सम अप 
(4) 3) (<) 00 | आकाा 


] 


जिसमें ७], और # +--. 
| -+॥४ 


हट 05666 7 
सा गन 20 2/2(४- 22.+-/2) ८ | ५ (०0०05 | 
(9) ऊ, हर (») है 98 ([ थ ) प्् 


2८7/+ 22-५७ 
का अत 


से ] 


और यदि » और $ के वृहद मानों के लिये 
७, 9) 55 0(००८७(--#४), ७क (--9 2) 
हो तो 
(आम &7 97३ (५, 9) ४४ 4) | | 2: 7व कुपए 79 67, ५ ४०) #, 3५ (१०)० ०» 
जिसमें ४.,, 72, 7४ और 7; वृहद संख्यायें हैं, द 


दो चलों के सार्वीक्षित हैंकेल परिवर्त के कुछ उत्कमरा सूत्र 25५9 


समाकल । हि | के 





४ हि 59 (“7 ) €्ड्ाछ ( गम क !72) 





55 प् 
&% ६ [* [*|॥०+० 
28 


८ 286 | #प/ 220- 2/8॥ (7१ + 224+7/2) ८्डा [| का, (४) | 7 दमन नह शक 
2 आग गत 








9) ० -? (< (49 2 2058 गर.। ध्‌? 2+७-4 
८ [के । 2002 2/:( ०-० -], /2) ल्ड्ाऊ | | ९ 
(८2 36 02% 2० किम 0 452 


के किसी अचर अपवर्त्य से श्रधिक नहीं होगा, 


को ] 
जिस है ल्ल्द फीड: / श्लः ओजजन ++5 च्ः $ 
जिसमें ही |] कक ( 3 ६०9 | कग (2 5 0 <... /75 (9 <_ ] 3 भी ग्रभिसा | र | री होगा 


यदि 
पिए्प 29)20, 0< 0), 003) <, /0().,), /0(४.,+-)५-॥०, +-)-0, --), -2 
(9#र5, 2), १० -+- 20५ “79) < ४५ (०५ +- ४20५-१५) <_ ४ 
ओर ग्रतिरिक्त दर्ते ॥१3 /०-०) || जब 4 ] 


द्वितोय उत्करमरण सूत्र 


पाठक' ने (.) का निम्नलिखित उत्क्रमण सूत्र दिया है 


(++- 2] १/(2) 2४१ 2/(४(7 ।74:)-59- 27-3 / 8 /(॥ ४११/। ु 
(४) मी 9 ) 2५ र्जे (9. ॥--] /(४)--१ -॥ (5 ] | / (9) (१ 
क्‍ क्‍ (-6) 
जिसमें (४550 (७४०) & के बृहद मानों के लिये 


++((४0), & के- लघु मानों के लिये 


चना आन 28 । 9)20, (०-६ )>०--, /:>0, ४ शून्य एवं घनात्मक पूर्णीक है 


और कद 2 (--») क्‍ 
जे 4 व कक ॥म०0 (#/ (]] नै -+- 7) कं री ४ तय है. « 


उपयुक्त उत्क्रमण सूत्र (7.6) की सहायता से द्वितीय उत्क्रमण सूत्र प्राप्त करते हैं: 


यदि... 8७, 95 | | ४07 १6 उ0, के 372, (00)... (०7) 
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नाक 


--)*भ7*४ » 2 22 टि/प (एकरेजका) >ाखुकरैयुए१/2 _7//0 
तो. खेत "7 | (%-) क्‍ 


/0/८8 कक का | (४ 2//४7. 


2/ [29 (72+7०७+ ) +722--7५9-३ / क्र थै,/॥[ 


जिसमें (४, --22,+70-- 3) 2>0, गण रैक) >>--], />>0 और ४०२५ एक शून्य एवं घनात्मक 
पूर्णाक है, अं (५ की 
(.2) से हमें 


४५0 ६ #ब77%)) 90%) ४ | %)7१ 32 , (६0)/७.>) # 


प्राप्त है 
"0० ४ (9 ः ६ 
श्रव. ४9,07० | 0907 %,, 3, 8») (7:8) 


लेने पर तथा (.6) का प्रयोग करने से (7.8) के लिये हम निम्नलिखित उत्क्रमण सूत्र प्राप्त करते हैं :- 


7 6।॥6 3४ :४ए॑,शश 6 
(-9) 
जिसमें ०, ))-0(४«४०/+०)), »& और 9 के वृहद मानों के लिये 
पू0[४79 972], » और 9 के लघु मानों के लिये 
(एन-22७ १४ - 9)0, ४ ए०३+-१७)२०-।, /७>०, और »» एक घनात्मक पूर्णीक है । 


इस प्रकार (:/) निम्नलिखित रूप. में परिवर्तित: होता है 
४७ 9 |, /07/क,, 3, (०) ४(३, 2०५ (2-0) 


पुन: (१:6) की सहायता से हम 


__(--)*74/2 (० कस लक 7//0 द 
4 आज ६ "ऊँ प ० [/20*7 ] 99, 7) कब 


द (2*) 
प्राप्त करते हैं । 


(:8) से ४(4, 2) -६०(४” ), » के बृहद मानों के लिये 
 +-0(४ 7), » के लघु मानों के लिये 


दो चलों के सार्वीक्ृत हैंकेल परिवर्त के कुछ उत्क्रमण सूत्र | 24] 
और इसलिये (20) और 2') तभी सत्य है जबकि 
(०-22 +-१ +$)>0 
चण न) -), (220, और ), एक शून्य एवं घनात्मक पूर्णीक है। 
(2-) से ४(9, ») का मान (.9) में स्थापित करने पर 


-- ] ) १४४३ ५० 2/[५०(०३9+)५9+)-7/92-)५3 - 3/2 7/(/2 
कक 2 4 52 ) हा ५ (4))१%॥५ 
( (4५8 0 ४ 65032 


26 0 0 अल 


००८१० 2//0] (24+/५+)-7/4- २-3 /2  0॥] ४६ 
न्‍ |, ( 2 ) “अफोपता १५ /प6 (#,4) 40 4६ 


प्राप्त करते हैं जिसमें २७ - शवेबकक१ 220, शतक) एक को0, और १+ एक शून्य 
एवं घनात्मक पूर्णाक है, 957, 5: 


निर्देश 
. पाठक, आर० एस० । नेशनल० एके० साइं० (इंडिया), 966, 36 8, 809-6 
2. हार्डी, जी०एच० । प्रोसो० लन्‍्दन सेथ० सोसा०, 925, 4, 53. 
5. श्रग्रवाल, श्रार० पी० । बप]4|8 तदेंट ]8 800, 8ठ500, 57०८४ 950, 64 
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